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ABSTRACT. Ce cours propose de donner une initiation & un certain nombre de
structures ordonnées classiques en insistant autant sur le point de vue algébri-
que que sur le point de vue ensembliste. Des axiomes centraux dans ’étude de
ces objets seront la propriété de raffinement fini, apparentée a la propriété de
décomposition de Riesz ou a la propriété d’interpolation. Une grande partie du
cours sera consacrée a une étude des structures classiques comme les groupes
abéliens totalement ordonnés (théoréme de plongement de Hahn...), algébres
de Boole, treillis, groupes réticulés (polaires, représentations, problemes de
mots. .. ), espaces vectoriels ordonnés. .., avec des exemples naturels dans les
mathématiques plus “classiques”. Ce cours est accompagné d’exercices de
difficulté variable, ainsi que d’une bibliographie.
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Introduction

Le but de tout ceci est de présenter un panorama de certaines structures or-
données de base. Une telle tache serait impossible dans un volume aussi restreint
si 'on voulait étre suffisamment complet et ne pas omettre les structures les plus
importantes, aussi ai-je du faire un choix parmi ces structures, ce choix étant sans
aucun doute déterminé par ma propre orientation mathématique.

La progression se fera en général des objets les plus faciles a structurer (al-
gebres de Boole...) vers les moins faciles & structurer (monoides ordonnés...).
Aussi sera-t-on souvent confronté au probleme fascinant d’étendre les théorémes de
structure obtenus pour les objets “structurés”, probleme qui pourra éventuellement
ne pas trouver de solution; mais parfois aussi, de fagon peut-étre surprenante, le
passage & des objets plus généraux (de langage moins riche) permettra de démontrer
de nouveaux théoremes de structure, absents du cas le plus structuré. Dans cette
direction, un exemple que je trouve frappant est celui du théoreme de Grillet et
Effros, Handelman, et Shen pour les groupes de dimension (Chapitre 9), pour lequel
il n’existe pas d’analogue a ce jour pour les groupes abéliens réticulés, qui forment
une classe pourtant plus restreinte (mais au langage plus riche).

Mais assez parlé, voici un court résumé, chapitre par chapitre, du texte qui va
suivre.

e Le Chapitre 1 est un chapitre d’introduction, qui ne présente pas de
nouvelles structures, mais plutot des outils essentiels et d’ailleurs non
spécialisés a l'étude des structures algébriques ordonnées. J’ai choisi en
fait trois de ces outils, & mon sens les plus importants: [’aziome du choiz
AC, le Théoréme de Tychonoff PIT et le Théoreme de Hahn-Banach HB.
L’axiome du choix est équivalent aux principes apparemment beaucoup
plus puissants que sont le Théoreme de Zermelo et le Lemme de Zorn, et les
deux principes restants, PIT et HB, sont deux formes du Lemme de Zorn
trés souvent utilisées dans ’étude de beaucoup de structures, ordonnées
ou pas. Les implications entre ces principes sont AC=PIT=-HB, implica-
tions d’ailleurs non réversibles. Afin de ne pas alourdir la présentation, je
ne parlerai pas d’autres principes de choix souvent utilisés, le plus connu
étant peut-étre le principe des choix dénombrables dépendants DC.

e Le Chapitre 2 est une introduction aux objets importants que sont les al-
gébres de Boole, en passant par les treillis distributifs. Parmi les résultats
basiques, un résultat important est I’équivalence entre les algebres de Boole
et les anneaur de Boole (Proposition 2.7), i.e. les anneaux unitaires sat-
isfaisant I'identité 22 = z. Ces anneaux sont nécessairement commutatifs,
ce qui permet “d’importer” les résultats et méthodes de ’algebre com-
mutative pour ’étude des algebres de Boole. Cependant, pour démontrer
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le Théoreme de représentation de Stone, nous utiliserons les ultrafiltres
plutot que les idéaux maximaux, d’'une part pour utiliser I’analogie avec
les ultrafiltres introduits dans le Chapitre 1, d’autre part pour donner une
forme positive a la correspondance

(points)«< (ultrafiltres), (fermés)«— (filtres), (ouverts-fermés)« (éléments).

Cette correspondance est a la base de la démonstration du Théoréme de
représentation de Stone, qui est d’une part une forme équivalente de PIT,
d’autre part un outil puissant qui permet de transformer tout raisonnement
sur les algebres de Boole en un raisonnement topologique, car il entraine
que toute algebre de Boole est isomorphe a ’algebre de Boole des ouverts
fermés d’un certain espace topologique compact dont la topologie admet
une base d’ouverts fermés—on dit un “espace topologique booléen”.

Le Chapitre 3 est un court chapitre de transition, qui introduira une cer-
taine généralisation des algebres de Boole, les algébres de Heyting, en fait
une généralisation de ces dernieres, les treillis pseudo-complémentés. Son
but essentiel est de donner une généralisation “abstraite” de la construc-
tion de l'algebre des ouverts réguliers donnée dans le Chapitre 4, et de
familiariser avec la notion de pseudo-complément. Ce chapitre sera utilisé
lors de I’étude des groupes réticulés, a partir du Chapitre 6.

Le Chapitre 4 étudie les algébres de Boole compléetes. Pour tout ensemble
X, P(X) est une algebre de Boole complete, mais c’est un cas partic-
ulier tres spécial, dit des algebres de Boole complétes atomiques. D’autres
exemples sont 1’algebre de Boole des boréliens de [0, 1] modulo les ensem-
bles maigres, ou bien ’algebre de Boole des parties mesurables de [0, 1]
modulo les parties de mesure nulle. Un exemple encore plus général est
celui de l'algebre de Boole des ouverts réguliers d’un espace topologique
arbitraire (Théoreme 4.3). Cet exemple est en fait si général que toute
algebre de Boole se plonge dans ’algebre des ouverts réguliers d’un espace
topologique, et toute algebre de Boole complete est isomorphe a ’algebre
des ouverts réguliers d'un espace topologique (Théoreme 4.5). Enfin, le
Théoréme de prolongement de Sikorski (Théoreme 4.8) est une version
plus puissante de PIT (et, en fait, strictement plus puissante) qui dit que
les algebres de Boole completes sont exactement les algebres de Boole in-
jectives (au sens catégorique du terme).

Le Chapitre 5 est une introduction a la théorie des semi-groupes, mono-
ides et groupes ordonnés, ainsi qu’a la tres utile propriété de raffinement
dont 'importance ira en croissant au fur et a mesure que ’on avancera.
Parmi les groupes ordonnés, nous rencontrerons les groupes dirigés, non
perforés, archimédiens, intégralement clos (cette derniere propriété étant
une forme forte de propriété archimédienne, et on dit d’ailleurs parfois
“archimédien” au lieu de “intégralement clos”). Une construction sans
analogue en théorie des groupes (non ordonnés) est celle de produit lexi-
cographique, qui sert a trouver des contrexemples non triviaux mais aussi a
démontrer des théoremes de structure sur certains groupes ordonnés. Nous
montrerons également qu’un groupe abélien est totalement ordonnable si
et seulement si il est sans torsion.
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e Le Chapitre 6 est une introduction a I’étude d’une importante classe de
groupes ordonnés, dont la théorie, contrairement a celle des groupes or-
donnés, est algébrique, celle des groupes réticulés. Tout groupe réticulé
est caractérisé par son cone positif, qui satisfait nécessairement la pro-
priété de raffinement, ce qui n’est cependant pas une caractérisation des
groupes réticulés. Cette théorie présente de trés nombreuses analogies
formelles avec la théorie des groupes; ainsi, les propriétés élémentaires des
sous-groupes (resp. sous-groupes distingués) en théorie des groupes sont
similaires & celles des sous-groupes solides (resp. ¢-idéaux) en théorie des
groupes réticulés. Mais, alors que le treillis des sous-groupes d’un groupe
quelconque (méme abélien) peut ne pas étre distributif, méme dans des
cas tres simples, le treillis des sous-groupes solides d’'un groupe réticulé est
distributif, c’est méme une algébre de Heyting complete (Corollaire 6.22),
ce qui renvoie au Chapitre 3; les groupes réticulés sont donc basique-
ment beaucoup plus faciles a structurer que les groupes en général. Il ne
faut pas cependant croire que les théoréemes sur les groupes réticulés sont
systématiquement plus faciles & démontrer que ceux sur les groupes. Ainsi,
le Théoréme de Holland (Théoréme 6.29), qui est analogue du Théoreme
de Cayley pour les groupes (“tout groupe est isomorphe a un groupe de
permutations”—i.e., un sous-groupe du groupe Gx des permutations de
X pour un certain ensemble X), demande-t-il une analyse plus profonde
de la structure des groupes réticulés (sous-groupes premiers, valeurs). Son
résultat est que tout groupe réticulé se plonge dans le groupe réticulé des
permutations d’une chaine (analogue pour les groupes réticulés des grou-
pes de permutations). Ce résultat peut étre en particulier utilisé pour
démontrer la décidabilité du probleme des mots dans les groupes réticulés
libres; mais notons cependant que Glass et Gurevich ont trouvé un exemple
de groupe réticulé finiment présenté au probleme de mots indécidable.

e Dans le Chapitre 7, nous verrons une classe importante de groupes réticulés,
les groupes réticulés représentables, i.e. ceux qui peuvent se plonger dans
un produit de groupes totalement ordonnés. Les groupes réticulés repré-
sentables sont caractérisés par une identité simple (Théoréme 7.5), triv-
ialement satisfaite par les groupes abéliens réticulés: ainsi obtenons-nous
en particulier que tout groupe abélien réticulé se plonge dans un produit
de groupes [abéliens| totalement ordonnés. Ceci nous rameéne a I’étude des
groupes totalement ordonnés. Concernant ces derniers, 'un des résultats
les plus basiques est le Théoréme de Holder (Théoreme 7.7), qui dit que
tout groupe totalement ordonné archimédien est commutatif, et en fait est
isomorphe & un sous-groupe de (R, +,0,<). On en déduit alors que dans
un groupe réticulé représentable, les commutateurs sont “petits” (Théore-
me 7.13). Il est & noter que ceci n’est pas une caractérisation des groupes
réticulés représentables. Enfin, nous donnerons une classe importante de
groupes abéliens totalement ordonnés, les puissances de Hahn de R, I'idée
de base de leur construction étant d’ajouter des “infiniment petits” a la
droite réelle par extensions lexicographiques itérées le long d’une chaine
donnée.

e Dans le Chapitre 8, nous commencons par déduire des résultats du cha-
pitre précédent le Théoréme d’Iwasawa (Théoreme 8.3), qui dit que tout
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groupe réticulé complet (i.e. dans lequel toute partie non vide majorée ad-
met une borne supérieure) est commutatif. Par suite, tout groupe ordonné
qui se plonge (comme groupe ordonné) dans un groupe réticulé complet
est également commutatif, ce qui amene a se poser la question de savoir
quels groupes ordonnés se plongent dans un groupe réticulé complet. Le
plongement s’obtiendra de fagon similaire a celle utilisée dans le procédé
de complétion d’une algebre de Boole vu au Chapitre 4, et est basiquement
I'une des manieres standard d’obtenir R & partir de Q, celui des coupures
de Dedekind. Ce plongement aura également des propriétés d’unicité sim-
ilaires a celles du Chapitre 4. Ce que 'on obtiendra a l'arrivée ne sera
pas toujours un groupe réticulé complet: ce ne sera le cas que quand le
groupe de départ sera dirigé et intégralement clos. Ainsi obtenons-nous le
résultat non trivial que tout groupe ordonné dirigé et intégralement clos
est commutatif. Nous conclurons ce chapitre en montrant deux propriétés
du premier ordre satisfaites par les groupes réticulés complets mais pas
par les groupes abéliens réticulés quelconques: d’une part la “division eu-
clidienne” par tout entier naturel non nul, d’autre part la décomposition
de tout groupe réticulé complet en groupe réticulé complet divisible et en
groupe réticulé complet singulier.

Passons maintenant au Chapitre 9. Nous avons mentionné précédemment
que pour un groupe ordonné, la satisfaction de la propriété de raffinement
par le cone positif ne caractérise pas les groupes réticulés. En fait, méme
pour les groupes abéliens ordonnés dirigés, ce n’est pas une caractérisation:
aussi appelle-t-on les groupes abéliens ordonnés dont le cone positif sat-
isfait la propriété de raffinement les groupes d’interpolation. S’ils sont de
plus dirigés, ce sont des groupes de Riesz et s’ils sont de plus non perforés,
ce sont des groupes de dimension. Tout groupe abélien réticulé est un
groupe de dimension, mais des exemples tres simples et naturels montrent
que la réciproque est fausse. Parmi les groupes de dimension, les plus
évidents sont les groupes simpliciaux, qui sont simplement les groupes or-
donnés Z™ (n entier naturel) avec leur ordre naturel. Le Théoréme d’Effros,
Handelman, et Shen dit que les groupes simpliciaux suffisent & obtenir tous
les groupes de dimension: plus précisément, les groupes de dimension sont
exactement les limites directes de groupes simpliciauz. Comme applica-
tion, pour résoudre un systeme d’équations et d’inéquations dans tous les
cones positifs de tous les groupes de dimension, il suffit de le faire dans
N (et la preuve du Théoréme d’Effros, Handelman, et Shen fournit un
algorithme).

C’est dans le Chapitre 10 que nous trouverons les objets les plus généraux,
que nous (re-) baptisons ici les poT-monoides. Par définition, un po™-
monoide est un monoide commutatif préordonné (le préordre est donc
compatible avec 'addition) dans lequel tout élément est positif. Typ-
iquement, si G est un groupe abélien ordonné, alors le cone positif G+
de G est un poT-monoide, mais c’est aussi le cas pour G U {co}. Une
grande partie de ce chapitre sera consacrée & montrer des exemples de po™-
monoides, provenant de préoccupations différentes. Nous introduirons la
propriété de pseudo-simplification, qui est satisfaite par tout poT-mono-
ide simplifiable mais aussi par le GT U {oo} précédent, comme “version
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limite” d’une certaine propriété des pot-monoides de raffinement. Puis
nous montrerons que R = ([0, +00],+,0, <) est un poT-monoide injec-
tif (au sens catégorique du terme, en prenant les plongements au lieu des
monomorphismes)—ceci est en fait une forme équivalente de HB. Ceci nous
permettra alors de montrer que pour un poT-monoide donné, ’existence
d’un plongement dans une puissance de R" est une propriété “de type
archimédien” (Théoreéme 10.17).

e Un secteur d’application partielle du Chapitre 10 se trouve dans le Cha-
pitre 11, dans lequel nous étudierons les objets les plus étranges de ce
cours, malgré la simplicité de leur définition. Ce sont les “monoides de
types d’équidécomposabilité”. L’étude de ces derniers nécessite souvent
une machinerie ad hoc, & mettre en place dans chaque cas particulier, qui
peut étre extrémement difficile et technique et utiliser largement d’autres
domaines des mathématiques (topologie, théorie des nombres, théorie des
ensembles. .. ). Cependant, des résultats algébriques généraux permettent
parfois d’obtenir des résultats non triviaux dans ce domaine. D’un point de
vue strictement algébrique, le domaine représenté ici est tres étroitement
lié a la “théorie de la mesure abstraite”, ou 'on considere des mesures a
valeurs dans un monoide commutatif quelconque; en raison de ce dernier
détail, les mesures seront-elles considérées finiment additives, mais pas en
général dénombrablement additives.

Le lecteur averti aura remarqué que de nombreuses théories sont absentes de
tout cela, comme la théorie des treillis (non nécessairement distributifs, modulaires,
géométriques, continus...), ou encore la théorie des anneaux ordonnés (anneaux
réticulés, f-anneaux, corps totalement ordonnés), ou I’étude de probleémes de mots
(dans les groupes réticulés, abéliens ou non, ou les f-anneaux commutatifs. . . ), ou
la théorie des espaces de Banach ordonnés, etc., etc.. D’ou la copieuse bibliogra-
phie (trés orientée cependant...) a la fin du cours, et aussi les nombreux exercices
(249 en tout dans la premiere version) présentés a la fin de chaque chapitre, sou-
vent destinés a présenter des contrexemples ou des compléments de cours pour les
lecteurs les plus curieux. ... L’origine de ces exercices se trouve souvent disséminée
dans la bibliographie, en particulier les précieux [Biga et al.] et [Birk2]. Certains
exercices seront marqués d’une ou plusieurs astérisques (*); l'interprétation de ce
signe est en général la méme pour tout le monde (que ceux qui ne sont pas du méme
avis me le signalent. . .).

Les notations et la terminologie utilisés ici sont essentiellement tout a fait stan-
dard. La plupart du temps, j’essaierai d’utiliser N au lieu de w pour désigner
I’ensemble des entiers naturels mais une telle résolution n’est pas toujours tenable,
surtout lorsque des exemples a base d’ordinaux se manifestent. Ainsi la convention
commode (et qui va de soi pour un théoricien des ensembles) n = {0,1,...,n — 1}
pour tout entier naturel n (et donc en particulier, 0 = @, 1 = {@}, 2 = {2, {g}}...)
sera-t-elle parfois utilisée. De méme, une suite finie sera un ensemble de la forme

(Zi>i<n = {(vao)v (Lxl)a ceey (77, - 17xn—1)}
et la relation d’inclusion pour celles-ci sera donc caractérisée par

(2i)icm C (Uj)j<n <= (m < n et (Vi <m)(z; = ;).
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Pour tous ensembles X et Y, XY sera l’ensemble des applications de X vers Y,
P(X) sera U'ensemble des parties de X. Si f est une application de X vers Y,

une autre notation pour f est sous forme de famille, f = (f(ac))xex ou encore

f= (f(:v))I en l'absence d’ambiguité sur ’ensemble sous-jacent X. Si (X;);ecs est
une famille d’ensembles, on notera UieI X, la réunion de tous les Xj;, et ﬂiel X;
leur intersection; notons que si la réunion est toujours définie, 'intersection n’est
définie sans ambiguité que si I est non vide, sans quoi le seul choix raisonnable
pour lintersection est 'ensemble “référentiel” (qui dépend du contexte). De la
méme fagon, si X est un ensemble (resp. un ensemble non vide), nous noterons
UX (resp. (X) la réunion (resp. lintersection) des éléments de X, si bien que
si X = {X;|iel},alors JX = (Jc; Xiet, si I # 3, X = e, Xi. Si
(X:)ier est une famille d’ensembles, nous noterons Hie 1 X; son produit cartésien,
i.e. Densemble des applications f: I — J,c; X telles que (Vi € I)(f(i) € X;).
Si f est une application de X vers Y, nous noterons, pour toute partie U de X,
flU] 'image de U par f (c.a.d. {f(z) | x € U}), et, pour toute partie V de Y,

f71[V] I'image réciproque de V par f (nous n’utiliserons pas la notation fl[V], qui
a cependant I'avantage de rappeler que f n’est pas nécessairement une bijection:
cela poserait des problemes trop grands de clarté de notation lorsque f est elle-
méme une expression composée, comme par exemple s+t...). De plus, pour toute
partie U de X, nous noterons f[ la restriction de f a U. Deux ensembles sont
équipotents quand il existe une bijection de I'un sur 'autre. Enfin, un ensemble
est dénombrable quand il est équipotent & une partie de N (il est équivalent de dire
qu’il est soit vide, soit image de N par une application quelconque; ou encore, soit
fini, soit équipotent a N).

Pendant que nous en sommes aux conventions de logique et théorie des ensem-
bles, signalons la notation commode suivante, qui sera plusieurs fois utilisée dans
le texte: J;crx; € M (resp. Vierz; € M) sera une abréviation de 3(z;)ier € M7
(resp., ¥(z;)icr € MT), ce qui est tout & fait moral dans I'optique ot “seule une
lettre peut suivre un quantificateur” (la notation familiere V(z,y) € X x Y n’est
pas couverte par ce dernier principe, mais n’allons pas trop loin...).

Si X est un espace topologique et Y est une partie de X, nous noterons Intx Y
(resp. ClxY) lintérieur (resp. ’adhérence) de Y dans X, et nous supprimerons
I'indice X en l'absence d’ambiguité sur l’espace topologique ambiant X .

Un ensemble préordonné est un couple (E, <) ou E est un ensemble et < est
une relation de préordre sur X, i.e. une relation binaire réflexive et transitive.
Si de plus < est antisymétrique, nous dirons que < est une relation d’ordre et
que (E, <) est un ensemble ordonné. Si (X,<x) et (Y, <y) sont deux ensembles
préordonnés, un homomorphisme d’ensembles préordonnés de X vers Y est une
application croissante f de X vers Y (i.e. pour tous éléments zg et x1 de X,
xo <x x7 entraine f(xg) <y f(z1)). Une application f comme ci-dessus est un
plongement d’ensembles préordonnés quand f est un isomorphisme de X sur f[X]
(ce dernier étant muni de la restriction de <y); cela signifie donc que pour tous
éléments xo et z1 de X, xo < x1 (resp. xg = x1) si et seulement si f(zo) < f(z1)
(resp. f(xo) = f(x1)); bien entendu, si <x est antisymétrique, seule la partie pour
< est a vérifier. Une chaine, ou ensemble totalement ordonné, est un ensemble
ordonné dans lequel deux éléments quelconques x et y sont toujours comparables,
t.e. x <youy <.
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Enfin, il me semble étre sur la bonne voie dans la résolution (positive) d’une
conjecture qui s’énoncerait “I’ensemble des erreurs typographiques et des omis-
sions d’'un quelconque texte mathématique est infini” (stratégie de preuve: prenez
un sous-ensemble fini d’erreurs et omissions; alors le complémentaire n’est jamais
vide—c’est du moins ce que semble montrer expérience). Je serai donc naturelle-
ment reconnaissant a tout lecteur qui me fournirait une évidence expérimentale
supplémentaire, s’appuyant sur ce texte, dans le sens de cette conjecture.






CHAPITRE 1

Axiome du choix, Théoreme de Tychonoff,
Théoréme de Hahn-Banach

Le but de ce chapitre est d’introduire (ou de rappeler...) trois des outils de
théorie des ensembles les plus importants dans ce qui va suivre (et par ailleurs,
dans beaucoup d’autres mathématiques). Le statut du premier (et le plus fort)
d’entre eux, l'aziome du choiz (& partir de maintenant abrégé AC), est le seul &
étre “inébranlable”, dans un sens qui va étre précisé: comme son nom l’'indique,
c’est un axiome, alors que les deux autres sont ordinairement plutot considérés
comme des théoremes que 'on prouve en utilisant AC. Nous allons voir ici que 1’'on
peut également les considérer comme des axiomes, et ce point de vue est riche de
possibilités. Voici quelques formulations équivalentes de AC:

’Axiome du choix:

(AC1) Soit E une relation d’équivalence sur un ensemble X. Alors E admet
un ensemble de représentants, i.e., une partie de X qui rencontre chaque
classe d’équivalence de E en un point et un seul.

(AC2) Tout produit cartésien d’ensembles non vides est non vide.

(AC3) Soit € un ensemble de parties non vides d’un ensemble X. Alors il existe
une fonction de choiz sur G, i.e., une application v: € — X telle que
v(X) € X, pour tout X € C.

La vérification de I’équivalence de (AC1)—(AC3) est un simple exercice. Les
deux formes équivalentes les plus puissantes de AC sont cependant les suivantes:

THEOREME DE ZERMELO. Pour tout ensemble X, il existe une relation de bon
ordre sur X, i.e., une relation d’ordre sur X pour laquelle toute partie non vide de
X admet un plus petit élément.

LEMME DE ZORN. Soit (E,<) un ensemble non vide ordonné inductif, i.e.,
tel que toute partie totalement ordonnée (on dit encore chaine) de E admette un
majorant. Alors E admet un élément maximal.

Bien qu’il soit assez facile de vérifier que les deux formes ci-dessus impliquent
AC, les démonstrations du Théoréme de Zermelo et du Lemme de Zorn a partir de
AC sont absolument non triviales. Voir [Jech2] pour des preuves concises, utilisant
les ordinaux, ou les Exercices 1.3 et 1.4.

Passons maintenant au Théoréeme de Tychonoff. Sa formulation classique est
la suivante:

’ Théoreme de Tychonoff: ‘

Tout produit cartésien d’espaces topologiques compacts est com-
pact.

(Remarquer la similarité avec (AC2) ci-dessus. . .)

1
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Comme nous allons le voir, AC entraine le Théoréme de Tychonoff. Ce dernier
énoncé, en raison de sa puissance, peut en fait étre substitué a AC dans beaucoup
de cas et de fil (long...) en aiguille (effilée. .. ), on en vient a le considérer lui-méme
comme un aziome, plus faible que AC (et en fait strictement plus faible, voir les
notes en fin de chapitre). Nous n’allons cependant pas prendre I’énoncé ci-dessus
comme forme originelle de cet axiome—un axiome est en effet censé étre quelque
chose “allant de soi”, ce qui peut difficilement étre cru dans I'exemple présent.
Enongons d’abord quelques définitions.

DEFINITION. Soit X un ensemble. Un ensemble C de parties de X est dit:

e centré, (ou ayant la propriété d’intersection finie) quand pour toute partie
finie D de €, I'intersection (D des éléments de D est non vide;

e filtrant, quand pour tout U € C et tout V C X, U C V entraine V € C.

Un filtre sur X est une partie non vide, filtrante, et stable par intersection finie,
de P(X), ne contenant pas @ pour élément. Notons, en particulier, que tout filtre
sur X est une partie centrée de P (X). Par exemple, si X est un espace topologique
et x est un élément de X, alors 'ensemble VX des voisinages de x dans X est un
filtre, le filtre des voisinages de x (cet exemple est fondamental). Un filtre sur X qui
est maximal pour I'inclusion est appelé un ultrafiltre. Un filtre sur X est principal
quand il est de la forme {Y C X | A C Y} pour une certaine partie (non vide) A
de X.

Il est d'importance de se souvenir de la maxime suivante, traduction de la
condition @ ¢ F:

’Les filtres ont horreur du vide ‘

Dans le contexte a venir des filtres sur les algebres de Boole, cette maxime sera
cependant mise en difficulté, illustrant une fois de plus I’autre maxime encore plus
forte

’ Tout ce qui n’est pas expressément interdit finira par se produire

Topologiquement, on peut se représenter les filtres comme des fermés et les
ultrafiltres comme des points (c’est en tout cas tres visible sur un ensemble fini, et
on Pobtient sur un ensemble infini via le “compactifié de Stone-Cech”). Bien qu'il
soit tres difficile de se représenter “a quoi ressemble” un ultrafiltre non principal,
cette intuition est tres utile. De fagon plus générale, les ultrafiltres appartiennent
a la corporation des objets comme les idéaux maximaux (en théorie des anneaux),
des formes linéaires continues (en analyse fonctionnelle), des caracteres continus
(en théorie des groupes compacts) ou bien d’autres encore! On ne peut en général
se les représenter, mais on sait “ou ils se trouvent”, et c’est cela le plus important.

ProroSITION 1.1. Soit X un ensemble non vide. Alors un ensemble de parties
de X est centré si et seulement si il est contenu dans un filtre sur X .

PreEUVE. Tout filtre étant centré (c¢f. maxime ci-dessus!), 'implication de la
droite vers la gauche est triviale. Réciproquement, on vérifie facilement que si C
est une partie centrée de X, alors I’ensemble F défini par

F = {YQX | 3n € N)(3icnXi € €) (ﬂ X; gY)}

est un filtre sur X contenant € (le filtre engendré par C). [
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Notons que la preuve ci-dessus n’utilise aucune forme d’axiome du choix. Par
contraste, ce n’est pas le cas pour le Théoreme suivant:

THEOREME 1.2 (utilise AC). Soit X un ensemble non vide. Alors tout filtre
sur X est contenu dans un ultrafiltre sur X.

PREUVE. Soit F un filtre sur X. Soit X I’ensemble des filtres sur X contenant
F. Puisque F € X, X est non vide. On vérifie facilement que X muni de I'inclusion
est un ensemble ordonné inductif. II résulte du Lemme de Zorn que X admet
un élément maximal pour I'inclusion; cet élément est nécessairement un ultrafiltre
sur X. O

Ainsi, I'on peut définir un nouvel axiome, parfois appelé “axiome de I'ultrafiltre”,
mais que nous abrégerons en fait PIT (“prime ideal theorem”—nous justifierons
cette terminologie au chapitre suivant) de la fagon suivante:

PIT: Tout filtre sur un ensemble est contenu dans un ultrafiltre.

Nous verrons que cet axiome est équivalent au Théoreme de Tychonoff: il est
donc, par le résultat de Halpern et Levy (voir Notes en fin de chapitre) strictement
plus faible que AC.

DEFINITION. Soit F un filtre sur un ensemble X et soit Y une partie de X.
On dit que Y est F-stationnaire quand F U {Y'} est centrée, i.e., pour tout Z € F,
YNZ#wo.

La terminologie ci-dessus est inspirée de la définition d’un ensemble stationnaire
(qui est, par définition, un F-stationnaire par rapport au filtre F des clos cofinaux
sur un cardinal régulier donné), mais ne doit en aucun cas étre considérée comme
universelle.

Par la Proposition 1.1, Y est F-stationnaire si et seulement si F U {Y'} est
contenu dans un filtre.

LEMME 1.3. Soit F un filtre sur un ensemble X . Alors les conditions suivantes
sont équivalentes:

(a) F est un ultrafiltre;

(b) Toute partie F-stationnaire de X est dans F;

(¢) Pour toute partie Y de X, Y ¢ F si et seulement si X \Y € F.

PREUVE. (a)=-(b) Si Y est F-stationnaire, alors F U {Y} est contenu dans un
filtre sur X; par maximalité de &, il en résulte que Y € F.

(b)=-(c) Soit Y une partie de X. Si X\Y € F, alors Y ¢ F car F est centré. Ré-
ciproquement, supposons que Y ¢ F; puisque F est filtrant, ceci peut encore s’écrire
NVZ eF)NZLY), i.e., X\Y est F-stationnaire. Par hypothese (b), X \ Y € F.

(c)=-(a) Soit G un filtre sur X contenant F, on montre que § = F. Soit donc
Y un élément de §. Si Y ¢ F, alors, par hypothese, X \ Y € F, donc X \ Y € G,
absurde puisque Y € G et G est centré. Ainsi, Y € JF; par suite, § = F. O

LEMME 1.4 (utilise PIT). Soit X un ensemble non vide. Alors tout filtre F sur
X est lintersection des ultrafiltres sur X qui contiennent F.

PREUVE. Prouvons l'inclusion dans le sens non trivial. Il suffit de montrer que
pour toute partie Y de X non dans F, il existe un ultrafiltre U sur X contenant
F tel que Y ¢ U. Mais X \ Y est F-stationnaire, donc, par la Proposition 1.1 et
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par PIT, FU{X \ Y} est contenu dans un ultrafiltre U sur X. Alors U satisfait la
condition demandée. O

DEFINITION. Soient X et Y deux ensembles, soit f une application de X vers
Y. Pour tout filtre F sur X, l"image de F par f, notée f.F, est définie par

LF={zCY | 2] €.

LEMME 1.5. Soient X et Y deux ensembles, soit f une application de X wvers
Y, soit F un filtre (resp., ultrafiltre) sur X. Alors f.F est un filtre (resp., ultrafiltre)
surY.

PREUVE. La vérification est immédiate. O

DEFINITION. Soit X un espace topologique, soit F un filtre sur X. On dit
qu’un élément x de X est une

— waleur d’adhérence de F quand = € [y 4 ClY,
— limite de F quand VX C F; on dit aussi que F converge vers z.

Il est évident que toute limite d'un filtre est également valeur d’adhérence de
ce filtre, mais des exemples tres simples montrent que la réciproque est fausse.
Cependant, pour les ultrafiltres, la réciproque est vraie:

PROPOSITION 1.6. Soit X un espace topologique, soit x un élément de X et
soit W un ultrafiltre sur X. Alors x est valeur d’adhérence de U si et seulement si
x est limite de U.

PREUVE. Si x est limite de U, alors = est valeur d’adhérence de U. Récipro-
quement, supposons que z soit valeur d’adhérence de U. Par définition, pour tout
voisinage V' de x, V rencontre tout élément de U, i.e., V est U-stationnaire. D’apres
le Lemme 1.3, V € U: par suite, VX C U. O

Rappelons maintenant une terminologie tout & fait standard:

DEFINITION. Un espace topologique X est

— séparé quand pour tous éléments a, b de X tels que a # b, il existe U € VX
et VeV telsqueUNV =g.

— quasicompact quand tout ensemble centré de fermés de X a une intersec-
tion non vide (ou, de fagon équivalente, tout recouvrement ouvert de X
admet un sous-recouvrement fini).

— compact quand X est séparé et quasicompact.

Avertissement: en américain, “séparé” se dit “Hausdorfl”, “quasicompact”
se dit “compact” et “compact” se dit “compact Hausdorff” (ou parfois “bicom-
pact”).

Comme la proposition suivante le montrera, “séparé” et “quasicompact” sont
en un sens duauz:

PROPOSITION 1.7 (utilise PIT). Soit X un espace topologique. Alors X satisfait
les propriétés suivantes:
(a) Despace X est séparé si et seulement si tout ultrafiltre sur X a au plus une
limite;
(b) lespace X est quasicompact si et seulement si tout ultrafiltre sur X a au
moins une limite;
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(¢c) lespace X est compact si et seulement si tout ultrafiltre sur X a exactement
une limite.

PREUVE. (a) Supposons d’abord X séparé et soit U un ultrafiltre sur X. Si
U admet deux limites distinctes a et b, il existe (puisque X est séparé) U € VX
et Ve VbX tels que U NV = @. Mais, par définition de la convergence, U € U et
V € U, ce qui contredit le fait que U est centré.

Réciproquement, supposons que tout ultrafiltre sur X admette au plus une
limite. Soient a et b deux éléments de X, et supposons la condition suivante réalisée:

(YU e VE)(VV € VU NV # ). (1.1)

Soit € ={UNV | (UV) € VX xVi}. Dapres (1.1), € est une partie centrée
de PB(X). D’apres la Proposition 1.1 et par PIT, il existe un ultrafiltre U sur X
contenant €. Par définition, U contient VX et fo ; par suite, U converge vers a et
vers b, d’ou par hypothese a = b. Donc X est séparé.

(b) Supposons d’abord X quasicompact et soit U un ultrafiltre sur X. Alors
C = {ClY | Y € U} est un ensemble centré de fermés de X, donc par hypothese
N C # @, ce qui signifie exactement que U admet une valeur d’adhérence, donc une
limite par la Proposition 1.6.

Réciproquement, supposons que tout ultrafiltre sur X admette au moins une
limite. Soit € un ensemble centré de fermés de X. Par PIT, C est contenu dans
un ultrafiltre U. Par hypotheése, U admet une limite, disons z. Puisque z est
adhérent a U, = appartient a l'intersection des adhérences des éléments de U, donc,
puisque € C U, x appartient aussi a l'intersection des adhérences des éléments de
C. Puisque les éléments de C sont des fermés, x appartient a tous les éléments de
C. Donc (€ # @. Ainsi, X est quasicompact.

(¢) résulte immédiatement de (a) et (b). O

On peut alors démontrer le Théoreme de Tychonoff sous la forme énoncée pré-
cédemment:

THEOREME 1.8 (Théoréme de Tychonoff, utilise PIT). Tout produit d’espaces
topologiques compacts est compact.

PREUVE. Soit (X;)icr une famille d’espaces compacts. Posons X = [],.; X,
et pour tout ¢ € I, soit p; la projection canonique de X sur X;. Rappelons que
la topologie produit sur X est la topologie la plus grossiere telle que toutes les
applications p; (¢ € I) soient continues. Par suite, les ouverts de X sont les réunions
arbitraires d’“ouverts élémentaires”, ces derniers étant les intersections finies de
“cylindres” p; 1[U] pour ¢ € I et U ouvert de X;. Il est alors facile de vérifier
directement que X est séparé (en fait, deux éléments distincts quelconques de X
sont séparés par deux cylindres disjoints).

Soit donc U un ultrafiltre sur X; Pour tout ¢ € I, posons U; = (p;), U. Par le
Lemme 1.5, U; est un ultrafiltre sur X;. Par la Proposition 1.7, U; converge vers
exactement un point z; de X;. Soit alors * = (z;);cr, on montre que U converge
vers x. Il suffit pour cela de montrer que tout voisinage élémentaire de x appartient
a U (car U est filtrant). Soit donc V' un tel voisinage élémentaire. Par définition,
il existe n € N et des cylindres Vi (k < n) tels que V = (), _,, Vi; puisque U est
stable par intersection finie, il suffit donc de montrer que chaque V}, appartient a U.
Par définition, il existe i € I et un ouvert U de X; tels que Vi, = p; 'U). Puisque
x; = pi(x) € U et que U est un ouvert de X;, U est un voisinage de z; dans Xj.
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Puisque U; converge vers z;, 'égalité U € U; a lie, i.e., p; '[U] € U par définition:
on a donc bien montré que Vi € U. Ainsi, U converge vers . On conclut par la
Proposition 1.7(b). O

Pour les espaces non nécessairement séparés, on peut aussi démontrer une ver-
sion du Théoreme de Tychonoff:

THEOREME 1.9 (utilise AC). Tout produit d’espaces topologiques quasicompacts
est quasicompact.

PREUVE. Similaire & celle du Théoreme 1.8, ¢ un détail prés: pour tout i € I,
U; admet au moins une limite, mais ['unicité de cette limite n’est plus garantie: on
a donc besoin de AC pour pouvoir affirmer qu’il existe une famille (x;);er telle que
pour tout ¢ € I, x; soit une limite de U;. Le reste de la preuve est similaire a la
preuve précédente. (I

On peut montrer (voir Exercice 1.11) que ce n’est pas faute d’étre assez subtil
que 'on ne semble pas pouvoir se passer de l'utilisation de AC dans la preuve ci-
dessus: en effet, ['axiome du choix est équivalent au Théoréme de Tychonoff pour
les espaces quasi-compacts. Signalons malgré tout que la plupart des utilisations
du Théoreme de Tychonoff se font sur des espaces compacts (donc séparés).

Le théoréme suivant nous donne plusieurs énoncés équivalents & PIT (sans
axiome du choix); il en existe beaucoup d’autres, dont par exemple le Théoréme de
compacité du calcul propositionnel, ou encore le Théoreme de compacité du calcul
des prédicats du premier ordre. C’est peut-étre cette variété inépuisable d’énoncés
équivalents & PIT qui donne & croire que c¢’est un axiome dont le role est vraiment
central.

THEOREME 1.10. Les énoncés suivants sont équivalents (sans AC):

(i) Théoréme de Tychonoff pour les espaces compacts.
(ii) Pour tout ensemble X, {0,1}X (muni de la topologie produit de la topologie
discréte sur {0,1}) est un espace topologique compact.
(iii) PIT, c.a.d., pour tout ensemble non vide I, tout filtre sur I est contenu
dans un ultrafiltre sur I.

PREUVE. L’implication (i)=-(ii) est triviale.

Supposons maintenant (ii) réalisé, montrons (iii). Soit donc I un ensemble non
vide et soit F un filtre sur I. On cherche & montrer que F est contenu dans un
ultrafiltre sur I. Posons X = 3(I), et munissons P(X) de la topologie image de la
topologie produit sur {0,1}* wvia la bijection canonique entre ces deux ensembles
(celle qui & toute partie de X associe sa fonction caractéristique). Il est important
de noter qu’ainsi, pour tout z € X, I'ensemble {Y € P(X) | x € Y} est un ouvert
fermé de P(X) (la vérification est triviale). On en tire en particulier le Fait suivant:

FAIT 1. L’ensemble U des ultrafiltres sur I est un fermé de P(X).

PREUVE DU FAIT. Notons d’abord que tout filtre (donc a fortiori tout ultra-
filtre) sur I est un ensemble de parties de I, donc une partie de X, i.e., un élément
de PB(X). On peut alors exprimer U de la fagon suivante:

U= () Uy,
z,yeX
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ou l'on pose, pour tous éléments x et y de X,

U,y ={UeP(X)|[IcUeto¢Uet (z€UetzCy)=yel)
et (zeUetyelU)=aznyecl)
et (z¢UsT\zel)} (1.2)

(ceci résulte du Lemme 1.3). Par la remarque précédant ’énoncé du Fait, les Uy,
sont fermés (et en fait également ouverts), et par suite U est fermé. O Fait 1.

Soit alors ¢ application de I vers (X) qui a tout ¢ € I associe ['ultrafiltre
principal associé a i, i.e.,
p(i)={reX|ieuz}
(notons que I'image de ¢ est un sous-ensemble de U). Alors § = ¢, F est un filtre
sur PB(X) (Lemme 1.5). Puisque par hypothese P(X) est un espace compact, G
a une valeur d’adhérence dans P(X), disons U. Cela signifie que U appartient &
Nyeg C1Y, donc a M, 4 Clg[y]: ainsi, nous avons obtenu

Ue () Cl{e(i) | i€ y}).
yeF
Puisque les ¢(i) appartiennent a U, il résulte du Fait précédent que U € U, i.e.,
U est un ultrafiltre sur I. De plus, pour tout y € F, tous les ¢(i) pour i € y
appartiennent & {V € PB(X) | y € V} qui est un fermé de PB(X), donc U y appartient
également, i.e., y € U. Ceci est vrai pour tout y dans F, donc F C U. D’ou (iii).

Enfin, (iii)=-(i) est le résultat du Théoreme 1.8. O

Le dernier volet de ce chapitre est I’étude d’un autre fameux “axiome-Théoreme”,
le Théoréeme de Hahn-Banach. Le Théoreme de Hahn-Banach, a l'instar de PIT,
est un résultat classique de théorie des ensembles plus AC dont les applications
sont légion. C’est en fait, comme nous allons le voir sous peu, une conséquence de
PIT (voir [Lux] pour plus de détails). Sa formulation classique est un peu moins
concise que celle du Théoreme de Tychonoff, aussi bien sous forme géométrique que
sous forme algébrique:

’Théoréme de Hahn-Banach (forme algébrique): ‘

Soient E un espace vectoriel sur R, soit S un sous-espace vectoriel de F, soit f une
forme linéaire sur S et soit p: F — R satisfaisant les conditions suivantes:

(Vz,y € E)(ple +y) <p(z) +p(y); (Vo € E)(VA € [0, +oo]) (p(Az) = Ap(x)).
Supposons de plus que f < p[g. Alors il existe une forme linéaire g sur E pro-
longeant f et telle que g < p.

’Théor‘eme de Hahn-Banach (forme géométrique): ‘

Soient E un R-espace vectoriel topologique, S un sous-espace affine de E et U un
ouvert convexe non vide de E. Si U NS = @, alors il existe un hyperplan affine H
contenant S tel que U N H = @.

Il est bien connu que ces deux formes sont équivalentes, ceci sans utilisa-
tion d’aucune forme d’axiome du choix (en associant les hyperplans et les formes
linéaires, les voisinages ouverts convexes de 0 et leurs fonctionnelles de Minkowski. . . ).
Par contre, il n’est absolument pas visible “a ’ceil nu” que ces énoncés sont des
conséquences du Théoreme de compacité de Tychonoff. Aussi, dans le but d’harmoniser
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les études des deux axiomes, allons-nous choisir une troisieme formulation, plus con-
cise et plus proche de la formulation ci-dessus du “Théoreme de 1'ultrafiltre”, du
Théoreme de Hahn-Banach. Nous aurons d’abord besoin d’une définition.

DEFINITION. Soit X un ensemble et soit u une application de P(X) vers R.
Alors p est une mesure finiment additive sur B(X) quand pour toutes parties
disjointes U et V de X, 'égalité p(U U V) = p(U) + u(V) a lieu (notons que cela
entraine immédiatement que (@) = 0). Si de plus p(Y) > 0 pour tout ¥ C X,
nous dirons que p est positive. Si p est positive et pu(X) = 1, nous dirons que u est
une mesure de probabilité finiment additive. Si i est une mesure finiment additive
et F est un filtre sur X tel que (VY € F)(u(X \'Y) = 0), nous dirons que p est
concentrée sur F.

La théorie de 'intégration se fait tres bien avec les mesures finiment additives—
en réalité, c’est méme nettement plus facile que dans le cas o-additif car les “Théo-
rémes limite” (Lemme de Fatou, Théoréme de convergence dominée. . .) sont faux
dans ce contexte et n’ont donc pas besoin d’y étre démontrés. La définition ci-dessus
n’est par ailleurs pas la plus générale possible: d’une part, I’on peut imposer a p
de n’étre définie que sur une sous-algébre de Boole de (X)) (i.e., un ensemble non
vide de parties de X stable par intersection finie et complémentation), et d’autre
part 'on peut remplacer ’ensemble d’arrivée R de p par n’importe quel monoide
commutatif. Nous n’aurons pas besoin de tout ceci pour l'instant. Nous pouvons
d’ores et déja définir I’axiome que nous baptiserons HB:

HB: Pour tout filtre F sur un ensemble X, il existe une mesure
de probabilité finiment additive sur B(X) concentrée sur F.

Il est alors immédiat de voir que HB résulte de PIT précédemment défini: en
effet, si U est un ultrafiltre contenant &F, alors la fonction caractéristique de U est
une mesure de probabilité finiment additive sur (X)) concentrée sur F. En prime,
cette mesure de probabilité finiment additive est & valeurs discrétes—dans {0, 1},
et en fait, via cette identification, les ultrafiltres sont exactement les mesures de
probabilité finiment additives & valeurs dans {0, 1} (la vérification est triviale!). En
fait, ceci montre que PIT est une version discréte de HB.

DEFINITION. Pour tout ensemble X, soient §(X) et B(X) les sous-espaces
vectoriels de R¥ définis par:

S(X)={f¢€ RX | Im f est un ensemble fini},
B(X) = {f € R* | Im f est une partie bornée de R}.

Ainsi, $(X) (espace des fonctions simples sur X) est un sous-espace vectoriel
de B(X). Munissons ce dernier de la norme de la convergence uniforme sur X
(définie par | f|| = sup{|f(2)| | = € X}).

LEMME 1.11. 8(X) est un sous-espace dense de B(X).

PREUVE. Soit f € B(X) et soit € > 0. Il existe, par définition, C' > 0 tel que
(Ve € X)(—C < f(x) < C). Soit n € N\ {0} tel que C/n < e. Pour tout entier
k € [-n+1, n—1], posons I}, = [(k—1)C/n, kC/n[ et posons I, = [(n—1)C/n, C].
Puis définissons s par

n

s = Z ((k*l)C/n)~Xf71[Ik].

k=—n+1
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Alors s € 8(X) et il est facile de vérifier que 0 < f — s <e. O

DEFINITION. Pour toute mesure finiment additive p sur PB(X) et tout s € 8(X),
on définit l'intégrale de s par rapport & u, notée [ sdp, comme suit:

[sdi=3au(s o))

a€cR

La somme ci-dessus est bien a support fini, car ,u(s_l{oz}) n’est non nul que pour
un nombre fini de «.

On note souvent [ s(z)du(x) lorsque l'on veut préciser quelle est la “variable
d’intégration” .

LEMME 1.12. Soit X un ensemble et soit pu une mesure finiment additive sur
PB(X). Alors Uapplication iz s — [sdp est une forme linéaire sur 8(X). Si de
plus p est positive, alors i est positive et continue (en fait, u(X)-Lipschitzienne).

PREUVE. 1l est facile de vérifier que pour tous A € R et s € §(X), 1'égalité
JA-s)dp=A- [ sdp alieu. 11 est légerement plus délicat de vérifier que fi est un
morphisme additif; soient donc s et ¢t dans $(X). On calcule 'intégrale de s+t (les
sommations se font sur 'ensemble d’indices R, mais elles sont & support fini):

/<8 ) du= Y7 ul(s+ 1)
=3 3 (@t B)-plsHak N Y

v atp=y

=S (a+8) uls"Ha} ntH{BY)
a,B

=> oD psHaynt By |+ (6 Y ulsTHal ﬂt‘l{ﬁ})>
a B

Jél [}

=3 s Hap) + 3 8- u(tHAY

B
:/sdu+/tdu.

Ainsi, i est une forme linéaire sur $(X).

Supposons maintenant que p est de plus positive. Il est immédiat que fi est pos-
itive, i.e., fi(s) > 0si s > 0. On montre maintenant que [ est u(X)-Lipschitzienne.
Soit donc s € 8§(X). Posons C = ||s|| et identifions C' avec la fonction constante
sur X de valeur C. On a alors —C' < s < (C, d’ou, puisque i est une forme
linéaire positive, a(—C) < f(s) < a(C), i.e., —Cu(X) < f(s) < Cu(X): ainsi,
()]l < p(X) - [Is]l. U

Par les Lemmes 1.11 et 1.12, la forme linéaire fi: s — [ sdu se prolonge en une
unique forme linéaire positive sur B(X). Nous noterons encore [ fdu I'image par
cette forme linéaire de toute application bornée de X vers R; par le Lemme 1.12,
cette forme lindaire est pu(X)-Lipschitzienne, i.e., | [ fdu| < u(X) - | f|| pour tout
f € B(X).

THEOREME 1.13. Les énoncés suivants sont équivalents (sans utiliser AC):
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(i) Théoréme de Hahn-Banach sous forme algébrique.

(ii) Théoréme de Hahn-Banach sous forme géométrique.

(iii) Soit E un R-espace vectoriel normé, soit S un sous-espace de dimension
1 de E et soit [ une forme linéaire 1-Lipschitzienne sur S. Alors f se
prolonge en une forme linéaire 1-Lipschitzienne sur E.

(iv) L’énoncé HB wu ci-dessus.

PREUVE. L’équivalence entre (i) et (ii) est classique (sinon c¢’est un bon exer-
cice). L’implication (i)=-(iii) est triviale.

Supposons avoir (iii), montrons (iv). Soit F un filtre sur un ensemble non vide
X, montrons qu'il existe une mesure de probabilité finiment additive sur J(X)
concentrée sur F. Soit J le sous-espace vectoriel de B(X) défini par

I={feBX)| (A €F)(fly =0)}.

Soit § = C1J ladhérence de J dans B(X) (pour la “norme infinie”). Soit E lespace
vectoriel quotient B(X)/J. Pour tout ¢ € E, posons

lell = it {|[fI| | f € ¢}

Il est alors clair que ||-|| est une norme sur E (pour montrer que ||¢| = 0 implique
que ¢ = 0, on utilise le fait que J est un sous-espace vectoriel fermé de B(X)).
Soit S le sous-espace de E engendré par 1'élément 1 = 1 +J de E. Alors S est
une droite vectorielle, i.e., 1 ¢ J: sinon, il existerait f € J tel que ||[1 — f]| < 1,
d’ol, pour tout x € X, 1 — f(x) < 1, i.e., f(z) > 0; ceci contredirait f € J.
En fait, on montre par un raisonnement similaire que [|1 + J|| = 1. En effet, il
s’agit de montrer que pour tout f € g, I'égalité |1 + f|| > 1 a lieu. Soit € > 0.
Il existe g € J tel que ||f —g|| < &. Soit Y € F tel que gy, = 0. Alors pour
tout © € Y, 1’égalité || f(z)| < € a lieu, d’ont 1 + f(z) > 1 — ¢; il en résulte que
1+ fll > 1 —¢, ceci pour tout € > 0; ce qui permet de conclure. Soit alors
®: S — R, A1+ A\ Puisque 'on a vu que ||1|| = 1, ® est 1-Lipschitzienne. Par
hypothese, il existe une forme linéaire 1-Lipschitzienne ¥ sur E qui prolonge .
Définissons ¢: B(X) — R, f+— U(f + 7). Il est clair que 1) est une forme linéaire
1-Lipschitzienne sur B(X) et que ¢(1) = 1, et que 1 est invariante par 'équivalence
associée & J. Par suite, lapplication p: PB(X) — R, Y — ¢(xy) est une mesure
finiment additive sur PB(X) telle que u(X) = 1; de plus, si Y est un élément de F,
alors, puisque xx et xy sont équivalents modulo J, on a u(Y) = u(X) = 1, donc
w(X\Y) = 0. Enfin, pour toute partie Y de X, le fait que ||xy| < let [[I—xy] <1
implique, puisque 1 est 1-Lipschitzienne, que |p(Y)] < 1 et |1 — u(Y)| < 1, don
0 < wu(Y) < 1: donc p est positive. Finalement, u est une mesure de probabilité
finiment additive sur (X)) concentrée sur F. On a donc montré (iv).

Supposons finalement avoir (iv), montrons (i) (forme algébrique du Théoreme
de Hahn-Banach). Soient donc E un espace vectoriel sur R, S un sous-espace
vectoriel de E, f une forme linéaire sur S et soit p: F — R satisfaisant les conditions
suivantes:

(Vz,y € E)(p(z +y) < p(x) +p(y)); (Vo€ E)(YA € [0, +oof) (p(Az) = Ap(z)).

(Nous appellerons “homogénéité positive” la derniére des deux conditions ci-dessus).
Supposons de plus que f < plg. On cherche & prolonger f en une forme linéaire g
sur E telle que g < p.

On résout tout d’abord le probléeme dans le cas ot S est de codimension finie
dans E, disons n. Il existe alors des sous-espaces So,. .., S, de E tels que Sy = 5,
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S, = E, et pour tout ¢ < n, S; est un hyperplan de S;;;. Un raisonnement facile
par récurrence montre alors que pour résoudre ce cas, il suffit de résoudre le cas ou
S est un hyperplan de E. Soit donc v un élément de E \ S. Les formes linéaires
sur E prolongeant f sont exactement les applications qui & tout  + Au (x € S
et A € R) associent f(x)+ Aa pour un certain réel a; notons f, la forme linéaire
ci-dessus. La condition f, < p est équivalente a la condition

(Vo € S)(VA € R)(f(z) + Aa < p(z + Au)) (1.3)

Par hypothese, (1.3) est réalisé pour A = 0. Pour A # 0, multiplions (1.3) par 1/|A|.
Puisque p est positivement homogene, 1'on voit que (1.3) est équivalent a 1’énoncé
suivant:

(Vo,y € S)(f(z) —p(z —u) < a < py+u) — f(y)). (1.4)

Mais pour qu’il existe un nombre réel a satisfaisant (1.4), il faut et suffit que la
condition suivante soit réalisée:

(Va,y € S)(f(x) — ple —u) < ply+u) — f(y)),
(Vz,y € S)(f(x) + f(y) < pla+u) +ply —u)).

Mais ceci se vérifie par un calcul direct:

f@)+ f(y) = fx+y) <plx+y)=plz+u) + (y —u) <px+u)+ply —u).

Par suite, nous avons obtenu la réponse dans le cas ou S est de codimension finie
dans F.

Placons-nous maintenant dans le cas général. Soit V l’ensemble des sous-
espaces vectoriels 1" de E contenant S tels que S soit de codimension finie dans
T, et soit P l’ensemble de tous les couples (T,g) tels que T' € V et g est une
forme linéaire sur T prolongeant f telle que g < pp. Pout tout T € V, soit
Pr ={(U,yg) € P | T C U} (Pétude précédente du cas ou S est de codimension
finie dans E et la définition de V garantissent que Pr # @) et soit F le filtre sur P
engendré par {Pr | T € V}. Par hypothese, il existe une mesure de probabilité fini-
ment additive p sur PB(P) concentrée sur F. Pour tout z € F, soit &, Papplication
de P vers R définie par ®,((T,g)) = g(z) si « € T, 0 sinon. Puisque 'égalité
—p(—x) < g(x) < p(x) a alors lieu, P, est bornée, et I'on peut donc définir une
application f: E — R en posant f(z) = [ ®,du. Siz € S, alors @, est la fonction
constante de valeur f(x) d’ott f(z) = f(z); ainsi, f prolonge f. Pour tous z et y
dans E, 'ensemble des (T, g) dans P tels que @, (T, g9)) = ®((T, 9))+P,((T, 9))
appartient & F (il contient Pg g, g, ), et par suite, f(z +y) = f(z) + f(y). 1l est
beaucoup plus immédiat de vérifier que f(Az) = Af(z) pour tous A € Ret 2 € E.
Enfin, pour tout = dans E, U'ensemble des (T, g) dans P tels que ®,((T,g)) < p(x)
contient un élément de F (& savoir Psyg,), d’ott f(z) < p(x). Ainsi, nous avons
obtenu (i). O

Exercices du Chapitre 1
EXERCICE 1.1. On dit qu'un ensemble ordonné (E, <) est bien fondé quand
toute partie non vide de F admet un élément minimal pour <.
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Montrer que pour tout ensemble ordonné (E, <), 'ensemble J des parties bien
fondées de F est un idéal de P(F), i.e., que

VXCE)(YWeNXCY=X¢eD),
VX, Y € )(XUY €7).

EXERCICE 1.2. On rappelle qu'un ensemble bien ordonné est un ensemble or-
donné dans lequel toute partie non vide a un plus petit élément.

Montrer que si (E, <) est un ensemble bien ordonné, alors tout segment initial
de (E, <) (i.e., toute partie S de E telle que (Vz € E)(Vy € S)(z <y = x € 9))
différent de E est de la forme {x € E | z < s} pour un unique élément s de E.

EXERCICE 1.3. *

(a) Montrer sans aziome du choiz la version “bien ordonnée” suivante du Lemme
de Zorn: Soit (E, <) un ensemble ordonné non vide inductif. Supposons qu’il
existe une fonction v définie sur ’ensemble C des chaines non maximales (pour
Vinclusion) de E telle que pour tout C' € C, v(C) est un majorant strict de C'.
Alors E admet un élément mazimal (n.b.: ¢’est beaucoup moins difficile si I'on
utilise les ordinaux. Question subsidiaire, suppose la connaissance des ariomes
de ZF: Au prix de quel axiome cela se fait-il alors??).

Indication: Pour toutes parties X et Y de E, noter X <Y la relation “X
est un segment initial de Y (voir Exercice 1.2). De plus, pour tout X C F et
tout z € E, on notera X, = {z € X | z < z}. Soit E l'ensemble des parties
bien ordonnées X de E telles que

(Vo € X)(z = 7(X<z))-

Montrer que pour tous X et Y dans E, 'une des inégalités X <Y ou Y < X a
lieu. On pourra pour cela montrer que si X # Y, alors la différence symétrique
Z = X A'Y admet un élément minimal, disons z; par exemple, z € X \ Y}
puis que X, = Y_,; puis remarquer que z = y(X.,) et, si Y., # Y, utiliser
le résultat de I’Exercice 1.2 pour arriver a une contradiction. Puis considérer la
réunion de éléments de E.

(b) En déduire que AC entraine le Lemme de Zorn.

EXERCICE 1.4. Montrer 1’équivalence entre AC, le Théoréeme de Zermelo et le
Lemme de Zorn. Indication: 1l n’est pas difficile de vérifier que le Théoreme de
Zermelo entraine AC. Par I’Exercice 1.3, AC implique le Lemme de Zorn. Pour
montrer que le Lemme de Zorn entraine le Théoreme de Zermelo, pour tout en-
semble FE, considérer ’ensemble P des relations de bon ordre sur les parties de F,
muni de l'ordre < défini par “X <Y si et seulement si X est un segment initial de
Y”; montrer que tout élément maximal de P est un bon ordre sur E.

EXERCICE 1.5. Montrer, en utilisant le Lemme de Zorn, que tout espace vec-
toriel (sur un corps quelconque) a une base.

EXERCICE 1.6. Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Montrer (en utilisant
AC) que tout sous-espace vectoriel F' de F admet un supplémentaire dans E (i.e.,
un sous-espace S de E tel que E=F @ S).

EXERCICE 1.7. * Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Montrer (en util-
isant AC) que ’ensemble §(E) des sous-espaces vectoriels de E admet une fonction
de Banaschewski, i.e., une application 7 de S(E) vers S(E) satisfaisant
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(a) (VX € S(E))(X & (X) = B);
(b) (VX,Y € $(E)(X C Y = (Y) C n(X)).

EXERCICE 1.8. Montrer sans utiliser aucune forme d’axiome du choix que le
produit de deux espaces topologiques quasicompacts est quasicompact (on pourra
considérer un recouvrement ouvert du produit par des ouverts élémentaires [“rect-
angles”]).

EXERCICE 1.9. Montrer que PIT est équivalent au Théoréme de la sous-base
d’Alexander, qui s’énonce de la fagon suivante: “Soit X un espace topologique,
soit € une sous-base de fermés de X, i.e., un ensemble de fermés de X tel que tout
fermé de X soit intersection arbitraire de réunions finies d’éléments de C. Alors X
est quasicompact si et seulement si toute partie centrée de € est d’intersection non
vide.” Indication: en supposant PIT, montrer que tout ultrafiltre U sur X est
convergent; montrer pour cela que n(u N G) est non vide, et que si a appartient
a cet ensemble, alors U converge vers a. Réciproquement, montrer par exemple
que le Théoreme de la sous-base d’Alexander implique que le produit d’une famille
d’espaces topologiques compacts est compact).

EXERCICE 1.10. Soit X un espace topologique compact. On munit ’ensemble
K(X) des parties fermées de X de la topologie la plus grossiere pour laquelle pour
tout A € K(X), les ensembles suivants sont fermés:

F(A) ={KeX(X)| KNA# &},
F(A)={KeX(X)| K C A}
(a) Montrer que si (A4;);cr et (Bj);es sont deux familles de fermés de X, alors
(F(A)n () Fu(B) #2
iel jed
si et seulement si pour tout ¢ € I, A; N ﬂjeJ B; #o.
(b) En conclure que X(X) muni de cette topologie est compact (on pourra utiliser

le Théoreme de la sous-base d’Alexander, voir Exercice 1.9).

EXERCICE 1.11. Montrer que le Théoreme de Tychonoff pour les espaces qua-
sicompacts entraine l'axiome du choix (Indication: si (X;);c; est une famille
d’ensembles non vides, considérer un objet noté oo qui n’appartient a aucun des X,
puis pour tout ¢ € I, munir ¥; = X; U {oo} de la topologie [ayant pour ensemble
d’ouverts] {@, {oco}, Y;}. Pour tout ¢ € I, considérer

F; = JJGHYj|l‘i€Xi ,
JEI
et montrer que {F; | ¢ € I} est un ensemble centré de fermés.)

EXERCICE 1.12. Soit U un ultrafiltre sur un ensemble X. Montrer que les
U # & si et seulement si U est principal (i.e., si et seulement si c’est I’ensemble
des parties de X contenant une partie non vide donnée de X), si et seulement si
il existe a € X tel que U ={Y C X | a € Y'}. Montrer que tout ultrafiltre sur un
ensemble fini est principal.

EXERCICE 1.13. Soit F un filtre sur un ensemble X. Montrer que I’ensemble
des parties F-stationnaires de X est un filtre si et seulement si F est un ultrafiltre.
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EXERCICE 1.14. Soit F un filtre sur un ensemble X. Montrer que ’ensemble
des parties F-stationnaires de X est un filtre si et seulement si F est un ultrafiltre.

EXERCICE 1.15. Soit X un espace topologique compact et soit F un filtre sur
X. Montrer que si F admet une seule valeur d’adhérence, alors celle-ci est limite
de F.

EXERCICE 1.16. Soient X un ensemble, Y un espace topologique, f une appli-
cation de X vers Y et F un filtre sur X.

(a) Montrer que ’ensemble des valeurs d’adhérence de f,.F est exactement I'intersection
Nues CLIUL
(b) Montrer que f.F converge vers un élément y de Y si et seulement si pour tout
voisinage V de y, f~[V] € F.
Dans le cas (b) et pour Y séparé, on a unicité de la limite (voir I'Exercice 1.14),
on la note alors limg f (limite de f par rapport & F).

EXERCICE 1.17. * Le but de (a) et (b) de l'exercice suivant est de montrer
que PIT entraine que tout anneau commutatif unitaire non trivial admet un idéal
premier (Note: avec AC, I'on peut remplacer “premier” par “maximal” et ceci est
la version classique du Théoreme de Krull; en fait, cette version est équivalente a
AC, voir [Hodg]).

(a) Montrer que l'on peut démontrer sans AC le “Théoréeme de Krull” pour les
anneaux commutatifs dénombrables, a savoir: Tout anneau commutatif unitaire
dénombrable non trivial admet un idéal mazimal (reprendre le raisonnement
usuel!)

(b) Conclure. (Indication: Si R est un anneau commutatif unitaire non trivial,
on pourra utiliser 'ensemble P des couples (S, p) tels que S est un sous-anneau
commutatif unitaire non trivial dénombrable de R et p est un idéal premier de
S, et pour tout sous-anneau commutatif unitaire non trivial dénombrable S de
R, Ps={(T,p) € P|S CT},; considérer le filtre engendré par les Pg).

(¢) Généraliser (a) au cas des anneaux commutatifs unitaires non triviaux bien or-
donnés (utiliser 'Exercice 1.3).

EXERCICE 1.18. * Un graphe est, par définition, un ensemble G muni d’une
relation binaire p qui est antiréflexive et symétrique. Si k est un entier naturel non
nul, on dit alors que (G, p) est k-coloriable quand il existe une application f de G
vers k (identifié & {0,1,...,k — 1}) telle que

(Vo,y € G)(zpy = f(z) # f(y)).

Montrer (en utilisant PIT) que (G, p) est k-coloriable si et seulement si toute partie
finie de G (munie de la restriction de p) est k-coloriable.

EXERCICE 1.19. * Montrer (en utilisant PIT) que pour tout ensemble ordonné
(E, <), < est 'intersection des relations d’ordre total sur E contenant <. (Le plus
difficile est de le faire dans le cas fini).

EXERCICE 1.20. * Montrer (en utilisant PIT) que pour tout groupe abélien
ordonné sans torsion G, il existe un ordre total < sur G compatible avec ’addition
(i.e., x < y implique que = + z < y + 2z). (Indication: remarquer que si G est
finiment engendré, alors il est isomorphe & un certain Z™. Dans le cas général,
utiliser PIT).
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EXERCICE 1.21. * Soit (P, <) un ensemble ordonné. On dit qu’'une partie A
de P est incomparable quand pour tous éléments distincts a et b de A, on n’a ni
a <bnib<a. La largeur de P est alors, par définition, le plus grand cardinal des
parties incomparables de P, et on la notera wd P (‘wd’ pour ‘width’). Le but de cet
exercice est de montrer le théoréme de Dilworth, voir [Dilwl], & savoir pour tout
entier naturel n, tout ensemble ordonné de largeur n est la réunion de n chaines.

(a) Montrer que si P est de largeur n avec n > 0, alors P ne peut pas étre réunion
de n — 1 chaines.

(b) Montrer que si le théoréme de Dilworth est vrai pour les ensembles ordonnés
finis, alors il ’est pour tout ensemble ordonné (on pourra utiliser PIT).

La suite de cet exercice est de montrer le théoreme de Dilworth pour P fini. La
preuve présentée ici est due & F. Galvin [Galv]. On raisonne par récurrence sur le
cardinal |P| de P. Supposons le théoréme montré & tout rang strictement inférieur
a |P|. Fixons-nous un élément maximal a de P (pourquoi en existe-t-i1?), posons
Q=P\{a} et n=wdQ.

(¢) Pourquoi existe-t-il n chaines non vides deux & deux disjointes C; (i < n) de Q
telles que @ = J,.,, Ci?

(d) Soit A l’ensemble des parties incomparables de () de cardinal n. Montrer que
tout élément de A rencontre chaque C; en exactement un point.

(e) Montrer que pour tout ¢ < m, ’ensemble des éléments de C; appartenant a au
moins un élément de A admet un plus grand élément, que nous noterons a;.
Montrer que A = {a; | i < n} appartient a A.

(f) Si AU {a} est incomparable, montrer que wd P = n + 1. Conclure dans ce cas.

(g) Supposons désormais que A U {a} n’est pas incomparable. Montrer qu'’il existe
i < n tel que a; < a.

(h) Soit K = {z € C; | * < a;} U {a}. Montrer que K est une chaine et que
wd(P \ K) < n. Conclure.

EXERCICE 1.22. ** Soient X et Y deux ensembles et soit I" une partie de X xY.
Pour tout ensemble fini Z, on note |Z| le cardinal de Z et pour tout U C X, on
note

IUl={yeY |(FzeX)((z,y) €T)}.
On suppose les conditions suivantes réalisées:

(a) Pour tout z € X, I'[{z}] est fini.
(b) Pour toute partie finie U de X, I’égalité |T'[U]| > |U| a lieu.

Montrer qu’il existe une injection f de X dans Y telle que
(Vo € X)((z, f(z)) €T).

Noter que la condition (b) est trivialement nécessaire. Trouver un contrexemple
montrant que la condition (a) ne peut étre supprimée.

(Note: c’est le “Lemme des mariages” en version infinie; le plus difficile est une
fois de plus de montrer la version finie; puis appliquer le Théoreme de Tychonoff
au produit des espaces discrets I'[{z}] pour € X).

EXERCICE 1.23. Soit X un ensemble, soit y une mesure finiment additive (mais
pas forcément positive) sur P(X). On dit que p est bornée quand il existe C € RT
tel que

(VY € X)(lu(Y)| < C),
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et le plus petit C avec cette propriété est alors noté ||u||. Notons encore fi 'opération
d’intégration par rapport a u sur 8(X).

(a) Montrer que si i est continue, alors p est bornée.

(b) Montrer que si I est un ensemble fini et (z;);c; est une famille finie de nombres

réels, alors il existe une partie J de I telle que

i€J icl

(¢) En déduire que si p est bornée, alors i est continue et ||| < 2|y

Ainsi, nous avons montré que fi est continue si et seulement si p est bornée.
Par suite, si p est bornée, alors fi se prolonge en une seule forme linéaire continue
sur B(X).

EXERCICE 1.24. Soient X et Y deux ensembles et soit ¢ une application de X
vers Y.

(a) Montrer que pour tout s € 8(Y), la formule du changement de variable suivante

a lieu: /(SO@ dp = /sd(sﬁ*ﬂ)-

(On pourra se ramener au cas ou s est une fonction caractéristique).
(b) En utilisant I’'Exercice 1.23, montrer que si p est bornée, alors pour tout f €
B(Y),

[Geprdn= [ race..

EXERCICE 1.25. Généraliser la théorie de I'intégration par rapport a une mesure
positive [bornée] aux fonctions & valeurs dans [0, +00]. (Indication: on définit de
la méme maniére 'intégrale des fonctions simples, mais pour f: X — [0, +o00], on

définit
/fd,usup{/sdu|ssimple §f},

et on montre que i ainsi définie est un homomorphisme de monoides). Montrer
que la formule du changement de variable (voir ’Exercice 1.24) reste valable.

EXERCICE 1.26. Montrer que HB entraine que pour tout ensemble infini X, il
existe une mesure de probabilité finiment additive p sur PB(X) telle que pour tout
e X, p({z}) = 0.

EXERCICE 1.27. Montrer, en utilisant le Théoreme de Hahn-Banach, qu’il ex-
iste une mesure de probabilité finiment additive p sur PB(Z) qui est invariante par
translation, i.e., telle que pour tout n € Z et tout X C Z, I'égalité p(n+X) = u(X)
alieu (oun+X = {n+z |z € X}). (Indication: soit v une mesure de probabilité
finiment additive sur Z telle que (Vn € Z)(v({n}) = 0)—wvoir 'Exercice 1.26. Poser
w(X) = [(IX N[-n,n]|)/2ndv(n)). (Note: on dit que Z est moyennable).

EXERCICE 1.28. On dit qu'un groupe G est moyennable quand il existe une
mesure de probabilité finiment additive invariante par translation sur G.
(a) Montrer que tout groupe fini est moyennable.

(b) Montrer que si G est un groupe moyennable et si H est un sous-groupe distingué
de G, alors G/H est moyennable.
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(¢) Montrer que si G est un groupe et H est un sous-groupe distingué de G tel que
H et G/H sont moyennables, alors G est moyennable.

(d) * Montrer que tout groupe commutatif est moyennable (s’inspirer de la preuve
de 'Exercice 1.27). En déduire que tout groupe résoluble est moyennable.

(e) * Montrer que tout sous-groupe d’un groupe moyennable est moyennable.

(f) * Montrer que toute limite inductive filtrante de groupes moyennables est mo-
yennable.

(Note: il existe des groupes non moyennables, ’exemple le plus facile étant le
groupe libre & deux générateurs. Je renvoie & [Gree| pour plus de détails sur les
groupes moyennables—en américain, “amenable groups”).

EXERCICE 1.29. * On se propose de montrer dans cet exercice que le Théoréme
de Hahn-Banach entraine lezistence d’une partie de B(N) qui n’a pas la propriété
de Baire (voir [Pinc2]). On rappelle que si X est un espace topologique, une partie
Y de X est rare (resp., maigre) quand Int(C1Y) = & (resp., quand Y est réunion
dénombrable d’ensembles rares); que Y est résiduel quand X \ 'Y est maigre; que
Y ala propriété de Baire quand il existe un ouvert U tel que U A'Y est maigre;
que si Z est un autre espace topologique et si f: X — Y, alors f a la propriété de
Baire quand pour tout ouvert V de Y, f~1[V] a la propriété de Baire dans X. Je
renvoie & [Oxto] pour plus de détails. Il est recommandé d’avoir quelques notions
sur tout ceci pour résoudre l’exercice; voir a ce sujet I’Exercice 4.7.

(a) Munissons B(N) de sa topologie compacte naturelle (obtenue par P(N) = {0, 1}1).
Soit S une partie résiduelle de P(N). Montrer qu’il existe a, b, ¢ dans S tels
que c est la réunion disjointe de a et b (Indication: soient ¢ et 1) les applica-
tions de P(N) x P(N) vers P(N) définies respectivement par (z,y) — Ny et
(x,y) — x \ y; prouver que l’ensemble

(S x PN)) N~ [S] Ny~ '[S]

est dense dans P(N) x B(N)).

(b) Soit p une mesure positive finiment additive sur PB(N) qui ait la propriété de
Baire (en tant qu’application de PB(N) vers R). Montrer qu’il existe une suite
(An)nen de réels positifs de somme 1 telle que p = ) Pnon, i.e.,

(VX CN) <M(X) - pn) .

nexX

(Indication: Quitte a remplacer p par u— > -y u({n})d,, on peut supposer
que p({n}) = 0 pour tout n € N; définir sur P(N) une relation d’équivalence ~
par

z~y<—= (IneN)(z\n=y\n);

montrer qu’il existe une partie résiduelle S de P(N), invariante par ~, telle que
1l g soit continue; noter que pour tout = € P(N), la restriction de p a la classe
d’équivalence [z] de x pour ~ est constante, et que [z] est dense dans P(N);
en déduire que plg est une constante, disons +; en utilisant (a), montrer que
2y = ~, d’ott v = 0; puis montrer que tout élément z de P(N) s’écrit x A y
pour certains z et y dans S—pour ce faire, noter que S et {z + s | s € S} sont
résiduels; en déduire p = 0).



18 1. CHOIX, TYCHONOFF, HAHN-BANACH

(¢) En déduire que si p est une mesure de probabilité finiment additive sur JB(N)
telle que pour tout n € N, u({n}) = 0 (voir ’Exercice 1.26), alors u n’a pas la
propriété de Baire.

Note: par contraste, il est possible de montrer qu’il existe des mesures de pro-
babilité finiment additives sur P(N) qui sont mesurables pour toute mesure donnée
a l’avance sur P(N) (et méme, sous par exemple ’hypothése du continu, pour toutes
les mesures boréliennes régulieres sur P(N)—on parle alors de “mesures médiales”,
ou “limites médiales”); voir [DeMe] pour les détails.

EXERCICE 1.30. Cet exercice requiert des rudiments de théorie des modeles (es-
sentiellement les définitions). On se propose de montrer que tout modéle topologique-
ment compact d’une théorie donnée est atomiquement compact.

Si M est un modele d'un langage (signature) L, un systéme atomique sur M
est un ensemble de formules atomiques a parametres dans M, a variables parmi un
certain ensemble (non nécessairement fini) {x; | ¢ € I} de symboles de variable (“in-
connues”); une solution de ce systéme atomique est alors une famille (z;);c; € M I
qui vérifie toutes les formules atomiques du systeme. Un systéme atomique X est
résoluble quand il admet une solution, finiment résoluble quand toute partie finie
de ¥ est résoluble. On dit que M est atomiquement compact quand tout systéeme
atomique finiment résoluble sur M est résoluble. On dit que M est topologique-
ment compact quand il peut étre muni d’une topologie compacte pour laquelle les
interprétations des symboles de fonction sont continues et les interprétations des
symboles de relation sont fermées. On suppose par la suite que M est muni d’une
telle topologie.

(a) Montrer que Iensemble des solutions d’une formule atomique & inconnues parmi
{x; | i€ I} est un fermé de M.

(b) En déduire (en utilisant PIT) que M est atomiquement compact. Note: La
réciproque est fausse (et nul besoin de contrexemples pathologiques pour cela—
par exemple Q/Z pour les groupes abéliens, ou toute algébre de Boole complete
non atomique pour les algebres de Boole. . .).

EXERCICE 1.31. * Soit U un ultrafiltre sur un ensemble X et soit f: X — X
telle que f,U = U. On se propose de montrer que 'ensemble {x € X | f(z) = z}
appartient a U.

Pour commencer, on admettra le résultat de 'Exercice 1.19 (dont le résultat
dépend de PIT), et on fixera une relation d’ordre total < sur X. Posons U = {z €
Xlz<f@)etV={zeX]|flzx)<z}

(a) Montrer qu’il suffit de prouver que U et V n’appartiennent pas & U.

Par la suite, on raisonnera par l’absurde, en supposant par exemple que

Uel

(b) Pour tout x € U, soit I(z) le plus grand entier naturel n s’il existe (quand
n’existe-t-il pas?) tel que z < f(x) < f2(z) < ... < f™(x). Pour tout i < 2, soit
Ui={x €U |l(x) =i (mod 2)}. Montrer que U; N f~1[U;] = &; en déduire que
Uy UU; ¢ U.

(c) (utilise AC) Soit U’ = {x € U | (Vn € N)(f*(z) < f**(x))}. On définit une

relation binaire = sur U’ par

r=y <= (Ip,q € N)(fP(z) = fi(y))}.

(c1) Montrer que = est une relation d’équivalence sur U’.
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(¢2) En utilisant AC, montrer qu’il existe une application 7 de U’ vers U’ telle
que (o) pour tout = € U’, w(z) ne dépend que de la classe d’équivalence de
2 modulo =, et (ee) pour tout z € U’ w(x) = x.

(c3) Pour tout x € U’ soit h(z) le plus petit entier naturel de la forme k + m
ott f¥(x) = f™(r(x)). Pour tout i < 2, posons U/ = {x € U’ | h(z) =i
(mod 2)}. Montrer que f~U!/]NU" = Uj_,. En déduire que U’ ¢ U.
Conclure.

Notes du Chapitre 1

Le Théoréme de Zermelo fut prouvé par E. Zermelo en 1904 [Zerm]. Le Lemme
de Zorn est di & C. Kuratowski en 1922 [Kura] et M. Zorn en 1935 [Zorn]. K.
Godel a montré en 1938 que AC (avec en prime 'hypothese généralisée du continu
GCH) était cohérent avec ZF (voir [Godl1,2]). Par ailleurs, A. A. Fraenkel avait
déja montré en 1922 [Frael,2] que 'axiome du choix ne résultait pas de ZFA,
“théorie des ensembles avec atomes”, mais il a fallu attendre P. Cohen en 1963
[Cohel—4] pour montrer (par la méthode du forcing en théorie des ensembles)
que AC n’était pas une conséquence de ZF. Par suite, AC est indépendant de ZF.
Le fait que PIT n’implique pas AC a d’abord été montré par Halpern en 1964
pour la théorie des ensembles avec atomes ZFA, puis par Halpern et Levy en 1967
[HaLe] pour ZF. Comme I’a montré D. Pincus (voir [Pincl, Pinc2], et aussi
[PiSo] pour des résultats plus forts), le Théoreme de Hahn-Banach n’entraine pas
PIT. Ainsi, on observe la hiérarchie suivante: AC est strictement plus fort que PIT,
qui est strictement plus fort que HB. C’est une question naturelle de se demander
a quel point AC est plus fort que PIT, et a quel point PIT est plus fort que
HB. La réponse est dans tous les cas “pas tellement”...par exemple, c’est encore
un probléeme ouvert de savoir si la conjonction de PIT et de “I’axiome des choix
dénombrables dépendants” DC est équivalente & AC—wvoir [Pinc3] (alors que PIT
est strictement plus fort que la conjonction de HB et DC). Il aurait été agréable par
ailleurs que PIT ou HB soient cohérents avec des énoncés plus agréables quant a la
structure topologique de la droite réelle R, mais cela ne semble pas étre le cas: il est
connu depuis 1938 [Sier] que PIT entraine 'existence de parties non mesurables
de R; il est connu depuis 1974 [Pinc2] que HB entraine l'existence de parties de R
qui n’ont pas la propriété de Baire (voir aussi 'Exercice 1.29, qui donne en fait la
partie essentielle de 'argument), et finalement depuis 1991 [FoWe] que HB entraine
Pexistence de parties non mesurables de R (voir ’'Exercice 11.10 pour un début).
Par suite, ni PIT ni méme HB ne sont cohérents avec la mesurabilité ou la propriété
de Baire de toute partie de R; par contre, DC V’est (voir [Solo]—la cohérence de
I’existence d’un cardinal inaccessible est suffisante, et d’ailleurs nécessaire, pour la
partie correspondant & la mesurabilité).






CHAPITRE 2

Treillis, algebres de Boole; Théoreme de Stone

La notion essentielle abordée dans ce chapitre est celle d’algebre de Boole. Des
exemples d’algebres de Boole sont les algebres P(X) ot X est un ensemble quel-
conque, mais aussi I’algebre des parties mesurables (pour la mesure de Lebesgue)
de [0, 1], ou encore 'algebre des parties « de N telles que soit = soit N\ x est fini.
La notion d’algebre de Boole fournit un cadre axiomatique a tous ces exemples.
En théorie des probabilités, la notion d’algebre de Boole correspond a la notion de
“clan”, alors qu’une “tribu” est essentiellement une algebre de Boole o-complete.

Dans ce qui suit, nous nous inspirerons en grande partie de la présentation de
P. Johnstone dans [John].

Soit d’abord (E,<) un ensemble ordonné (i.e., un ensemble E muni d’une
relation binaire réflexive, antisymétrique et transitive <—en américain, “partially
ordered set”, ou “poset”). Pour toute partie S de E, nous noterons \/ S (resp.,
A S) la borne supérieure (resp., la borne inférieure) de S quand elle existe; de plus,
si S ={ai,...,an}, alors nous écrirons a; V- -V a, (resp., a; A--+Aay) au lieu de
VA{ai,...,an} (vesp., A{ai,...,an}), et si \/ & existe (i.e., E admet un plus petit
élément), alors on le note 0. Si toute paire de E' admet une borne supérieure, alors
la loi de composition interne V satisfait les lois

(Va)(z Va =2) (idempotence),
(Vz,y)(xzVy=yV ) (commutativité),
(Va,y,2)(zV (yVz) = (zVy) Vz) (associativité),

i.e., (E,V) est un semi-groupe commutatif dans lequel tout élément est idempotent.
Réciproquement, si (F, +) est un semi-groupe commutatif dans lequel tout élément
est idempotent, il est facile de vérifier que ’on peut définir une relation d’ordre <
sur E par

TSys=zrty=y,
et que pour tous x, y dans E, x + y est la borne supérieure de {x,y} pour <. Ceci
nous amene a la définition suivante:

DEFINITION. Un sup-demi-treillis est un triplet (S,V, <) ou < est une relation
d’ordre sur S et pour tous x et y dans S, x V y est la borne supérieure de {x,y}.

Notons que nécessairement, la loi de composition interne V est commutative et
idempotente (voir la définition suivante).

Notons qu’il existe aussi la notion duale d’inf-demi-treillis: un inf-demi-treillis
est donc un triplet (S, A, <) ou < est une relation d’ordre sur S et pour tous z et y
dans S, x Ay est la borne inférieure de {z,y}. Il est & noter que si 'ordre est sup-
primé du langage, les notions de sup-demi-treillis et d’inf-demi-treillis deviennent
indiscernables; on parle alors naturellement de demi-treillis:

21
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DEFINITION. Un demi-treillis est un semi-groupe commutatif dans lequel tout
élément est idempotent.

Via les identifications précédentes, nous dirons aussi qu'un sup-demi-treillis
est un ensemble ordonné dans lequel toute paire admet une borne supérieure, etc..
D’autres changements de langage fréquemment rencontrés sont les suivants: par
exemple, un sup-demi-treillis avec 0 (resp., avec 1) est un quadruplet (S,V,<,0)
(resp., (S,V, <, 1)) tel que (S, V, <) est un sup-demi-treillis et 0 (resp., 1) est le plus
petit (resp., plus grand) élément de S. On définit de méme un inf-demi-treillis avec
0 ou avec 1. On dit souvent qu’un (inf- ou sup-) demi-treillis est borné quand il a un
plus petit et un plus grand élément. Il est a noter que chaque changement de langage
(par exemple de (+, <) & (+, <,0)) s’accompagne d’un changement correspondant
de la notion d’homomorphisme (méme si les structures sont “les mémes”—wvoir par
exemple 'Exercice 2.2).

La notion de treillis est la combinaison naturelle des notions de sup-demi-treillis
et d’inf-demi-treillis:

DEFINITION. Un treillis est un ensemble ordonné dans lequel toute paire admet
une borne supérieure et une borne inférieure.

Par suite, dans un treillis, toute partie finie non vide admet une borne inférieure
et une borne supérieure. Si, de plus, 'on exige par exemple que la partie vide a
une borne supérieure (resp., inférieure), cela signifie, par définition de la borne
supérieure, que ’ensemble sous-jacent admet un plus petit (resp., plus grand)
élément.

De facon générale, I'on voit qu’un treillis est un ensemble E qui peut étre muni
de deux lois de composition interne V et A qui sont respectivement le sup et 1'inf
(des paires d’éléments de F) pour une certaine relation d’ordre sur E.

REMARQUE. De la méme fagon que pour les demi-treillis, nous parlerons parfois
de “treillis avec 0” ou de “treillis avec 1”7 ou de “treillis bornés”.

DEFINITION. Si & = (E,A,V, <) est un treillis, alors son treillis dual est
E° = (E,V,A,>).
Notons qu’en particulier, le dual d’un treillis avec 0 est un treillis avec 1, ete..

Notons qu’alors, l'identité est un anti-isomorphisme de € sur £°. Par suite,
I'on obtient le résultat suivant:

THEOREME 2.1 (Principe de dualité pour les treillis). Si 6 est un théoréme vrai
pour tous les treillis, alors le théoreme dual obtenu en remplagant (dans 6) V par
A et réciproquement (et, s’il y a lieu, O par 1 et réciproqguement) et < par > et
réciproquement, est un théoréme vrai pour tous les treillis.

PROPOSITION 2.2. Soient V et A des lois de composition internes sur un en-
semble E, telles que (E,V) et (E,N) sont des demi-treillis. Alors (E,V,A) est un
treillis si et seulement si il satisfait les deuz lois d’absorption suivantes:

our tous T dans F ).
p )

PREUVE. Si (F,V,A) est un treillis, les lois d’absorption sont immédiatement
vérifiées dans E. Réciproquement, si les lois d’absorption sont satisfaites par F,
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alors pour tous z, y dans F, les égalités x Ay = = et  V y = y sont équivalentes,
donc les relations d’ordre associées & (E,V) et a (E,A) sont les mémes. Le reste
est facile. O

La théorie des treillis peut donc étre axiomatisée dans le langage (V, A) par la
liste suivante d’axiomes:
(Vz)(x Ve =z Az =x);
(Ve,y)(xVy=yVazetxAy=yAz);
(Va,y,z)(xV(yVz)=(xVy)VzetzA(yAz)=(xAy)A=2);
(VoY) A(zVy)=zV(zAy) =)
En général, la notion standard d’homomorphisme que nous utiliserons pour la classe
des treillis sera celle d’homomorphisme dans le langage (V, A).

DEFINITION. Un treillis est distributif, si la loi A y est distributive sur la loi V.

On aurait également pu définir une notion similaire en utilisant cette fois la loi
de distributivité duale (i.e., de V sur A). En fait, c’est la méme chose:

PROPOSITION 2.3. Dans tout treillis, la loi de distributivité et la loi de distribu-
tivité duale sont équivalentes.

PREUVE. En utilisant le principe de dualité (Théoreme 2.1), on voit qu’il suffit
de vérifier que la loi de distributivité entraine la loi de distributivité duale. Sup-
posons donc que E est un treillis dans lequel A est distributive sur V. Alors pour
tous z, y, et z dans F,

vy A(eVvz)=((zVy) Az)V ((xVy)Az)
=zV((zAz2)V(yAz))
=(@V(@Az)V(yAz)
=zV(yAz). O

REMARQUE. L’équivalence entre distributivité et distributivité duale infinie
n’est pas vraie (voir 'Exercice 2.4).

DEFINITION. Soit (E,V,A,0,1) un treillis borné et soient a et b deux éléments
de E. Alors a et b sont complémentaires, sia Vb =1et a Ab=0. On dit alors
que b est un complément (ou complémentaire) de a. Si tout élément de E admet
un complément, on dit que E est complémenté.

DEFINITION. Une algébre de Boole est un treillis distributif complémenté (donc
borné).

A ce sujet, voir Exercice 2.9. Noter que pour tout ensemble X, (PB(X),u,N, @, X)
(noté tout simplement PB(X)) est une algebre de Boole, dans laquelle pour tout
élément Y, Y = X \ Y. Une algebre de Boole fondamentale est 2 = {0,1} munie
de A et V donnés par les “tables de vérité” suivantes:

A0 1 vVIi0|1
01010 et 001
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Une autre algebre de Boole beaucoup moins intéressante mais hélas difficilement
évitable est 'algebre de Boole triviale 1 = {0} (elle est la seule a satisfaire 0 = 1).

LEMME 2.4. Dans un treillis distributif borné, tout élément admet au plus un
complément.

PREUVE. Soit E un treillis distributif borné et soit a un élément de E. Sup-
posons que z et y soient des compléments de a. Alors
x=xzA(yVa)=(@Ay)V(xAa)=(xAy)VO=x Ay,

et de fagon similaire, y = x A y. Par suite, x = y. O

(Voir 'Exercice 2.9 pour le cas non distributif!)

Par suite, dans une algebre de Boole, tout élément a admet un complément
unique, noté —a. Le langage des algebres de Boole est ordinairement compris comme
étant (V,A,0,1,-). Ainsi, une axiomatisation de la théorie des algebres de Boole
dans ce langage est la suivante:

(Vr)(xVae =z Az =zx);
Vx,y)(zVy=yVaetxAy=yAx);
(Ve,y,2)(xV(yVz)=(xzVy) VzetzA(yAz)=(zAy)Az);
(Vz)(xvO=0Vae=a2Al=1Az=u2);

(Vz,y)(x A (zVy)=zV(zAy)=1);

Vo, y, 2)(x A (yVz) = (@ Ay)V (z A 2));

(Vz)(x V -z =1et z A—-x=0).

LEMME 2.5 (lois de DeMorgan). Toute algébre de Boole satisfait les deux lois
sutvantes:
(Y, y) (—|(x Vy)=-zA-yet-(zAy)=-zV —|y).

PREUVE. Soit B une algebre de Boole. Par unicité de 'opération de com-
plémentation sur B, — est involutive; par suite, on voit facilement que — est une
bijection décroissante de B sur lui-méme. Puisque V et A se définissent a partir de
<, la conclusion s’ensuit immédiatement. (I

Il existe une autre caractérisation classique (et trés utile!) des algebres de
Boole, venue de la théorie des anneaux:

DEFINITION. Un anneau de Boole est un anneau unitaire satisfaisant I’axiome
(Vo) (22 = ).
LEMME 2.6. Tout anneau de Boole est commutatif et satisfait I’aziome
(Vx)(2z = 0).
PREUVE. Soient a et b deux éléments quelconques d’un anneau de Boole. Alors
a+b=(a+b)?=a®>+ab+ba+b*=a+b+ab+ba,

d’olt ab + ba = 0. En particulier, dans le cas a = b, on obtient 2a = 0. Dans le cas
général, on obtient ba = —ab = ab. O

On en déduit dans le Lemme suivant I’équivalence entre les anneaux de Boole
et les algebres de Boole:
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PROPOSITION 2.7.

(a) Soit (A,+,-,0,1) un anneau de Boole; soient A et V les deuz lois de com-
position internes définies sur A par

TANY=T-Y; tNVNy=z+y-+x-y.
Alors (A,V,A,0,1) est une algébre de Boole.

(b) Soit (A,V,A,0,1) une algébre de Boole; soient + et - les deuz lois de
composition internes définies sur A par

x4+y=(xA-y)V(yA-x); Ty=xNy.

Alors (A,+,-,0,1) est un anneau de Boole.
(c) Les deuz constructions en (a) et en (b) sont inverses l'une de Uautre.
(d) Soient A et B deux algébres de Boole, soit f une application de A vers B.
Alors f est un homomorphisme d’algébres de Boole si et seulement si f
est un homomorphisme d’anneaux de Boole. De plus,

(Vo,y € A)(f(z) < f(y) & flzA-y) =0).
(e) Soient A et B deux algébres de Boole, et soit f un homomorphisme d’alge-
bres de Boole de A vers B. Alors [ est injectif si et seulement si Ker f =

{0}

PREUVE. Les preuves de (a), (b), et (c) sont de simples vérifications. De plus,
la premiere partie de (d) est une conséquence immédiate de (a), (b), (¢). Pour
vérifier la seconde partie, soient = et y deux éléments de A. Alors f(z) < f(y) si
et seulement si f(x) - f(y) = f(x) (en utilisant la loi de composition interne - de
(b)), ou encore f(x-y) = f(x), ou encore f(x -y — x) = 0 (en utilisant la loi de
composition interne + de (b)). Mais

zy—zcz=z-yt+rx=z-(1+y)=xA -y,

d’oui la conclusion de (d). L’assertion (e) est un résultat classique de théorie des
anneaux (et méme des groupes). O

COROLLAIRE 2.8. Soient A et B deux algébres de Boole, soit f un homo-

morphisme d’algébres de Boole de A vers B. Alors f induit un isomorphisme de
A/Ker f sur Im f.

PREUVE. Résulte immédiatement de I'assertion correspondante en théorie des
anneaux. [l

Dans le contexte du Corollaire 2.8 ci-dessus, les possibilités pour Ker f sont
exactement les idéauz de A (en tant qu’anneau). La caractérisation de ces idéaux
en termes d’algebres de Boole est la suivante:

LEMME 2.9. Soit A une algebre de Boole, soit I une partie de A. Alors I est
un idéal de A si et seulement si il satisfait les propriétés suivantes:
(i) 0eI;
(i) (Vo,yc A)((yeletx<y)=azecl);
(ii) (Va,y e I)(zVyel).

PREUVE. Une vérification facile. O

LEMME 2.10. Soit I un idéal d’une algébre de Boole A. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes:
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(i) I est premier;
(il) A/T=2;
(iii) I est maximal.

PREUVE. (i)=-(ii) Si I est premier, alors A/I est un anneau de Boole intégre,
non trivial (A n’est pas considéré comme idéal premier de lui-méme); puisqu’il
satisfait, pour tout x, 22 = x, i.e., ¥ - (x — 1) = 0, il est réduit & deux éléments,
d’ou (ii).

(ii)=(iii) Puisque A/I est isomorphe & Z/2Z, c’est un corps, donc I est maxi-
mal.

(iii)=(i) est classique dans tout anneau commutatif. O

Nous pouvons maintenant définir les filtres et ultrafiltres, comme pour les

P(X).

DEFINITION. Soit B une algébre de Boole. Un filtre de B est une partie non
vide F' de B satisfaisant les conditions suivantes:

Mre F)VyeB)(z<y=yeF),
(Vz,y € F)(x Ay € F).

Si de plus 0 ¢ F, nous dirons que F est un filtre propre. Si de plus F' est maximal
pour l'inclusion dans I’ensemble des filtres propres de B, nous dirons que F' est un
ultrafiltre.

Notons qu’il n’existe pas de filtre propre sur I’algébre de Boole triviale {0} (qui
satisfait “0 = 17). Un petit probléeme de terminologie se pose ici en raison du fait
que les filtres sur les algébres de Boole n’ont plus horreur du vide: si X est un
ensemble, les filtres sur X sont exactement les filtres propres de ’algebre de Boole
P(X). Ceci est dir essentiellement au Corollaire 2.8 (afin que sa formulation reste
naturelle).

Bien qu’il soit pratiquement impossible de “visualiser” un ultrafiltre sur un
ensemble infini, il n’en est pas de méme pour les ultrafiltres d’algebres de Boole
arbitraires, comme le montre par exemple I’Exercice 2.11.

Le Lemme suivant montre que la notion de filtre (resp., ultrafiltre) est exacte-
ment la notion duale de la notion d’idéal (resp., idéal maximal):

LEMME 2.11. Soit B une algébre de Boole et soit F' une partie de B. Soit I la
partie “duale” de F, i.e.,

I={-z|xe€F}

Alors F est un filtre (resp., un ultrafiltre) si et seulement si I est un idéal (resp.,
un idéal mazimal).

Suite au Lemme 2.11, si [ est 'idéal dual d’un filtre F' sur une algebre de Boole
B, nous noterons indistinctement B/I ou B/F 1’algébre de Boole quotient de B
par 1.

Comme le Lemme suivant le montre, les ultrafiltres des algebres de Boole se
comportent comme les ultrafiltres sur les ensembles:
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LEMME 2.12. Soit B une algébre de Boole, soit p un ultrafiltre de B. Alors
pour tous éléments a et b de B, les propri¢tés suivantes sont satisfaites:

aNbeEp<= (a€pethecp);
aVbep<= (a€poubep)

Oépetlep;
aé¢p<< —acp.

PREUVE. Le premier et le troisieme point sont valables pour tout filtre propre
par définition. Le quatrieme point se montre comme le Lemme 1.3. Si a € p ou
b € p, alors a V b € p, par définition d’un filtre. Réciproquement, si a ¢ p et b ¢ p,
alors (par le quatriéme point) —a € p et =b € p, donc ~aA—b € p, i.e., 7(aVb) € p,
d’ott @ V b ¢ p puisque “les filtres propres ont horreur du vide”. ([

LEMME 2.13 (utilise PIT). Soit B une algébre de Boole. Alors tout filtre propre
de B est contenu dans un ultrafiltre. Par suite, tout élément non nul de B appartient
a au moins un ultrafiltre.

PrREUVE. Nous allons présenter ici une preuve dépendant du Lemme de Zorn.
Il est & noter que l'on peut en fait le prouver en utilisant PIT (par exemple en
utilisant le Théoreme de Krull sous sa forme faible “tout anneau commutatif non
trivial admet un idéal premier”—wvoir Exercice 1.17).

Pour montrer le premier énoncé, il suffit, par le Lemme de Zorn, de montrer
que ’ensemble € des filtres propres de B, ordonné par inclusion, est inductif. Soit
donc € un ensemble non vide de filtres propres de B qui est totalement ordonné
par inclusion. Il est immédiat de vérifier (en utilisant “totalement ordonné”) que la
réunion F' = | € des éléments de € est un filtre de B. De plus, 0 n’appartient & au-
cun élément de C (car les éléments de € sont des filtres propres), donc il n’appartient
pas a F', qui est donc un filtre propre de B. Ceci acheéve la preuve que € est inductif,
d’ou le premier énoncé.

Le second énoncé s’obtient immédiatement en appliquant le premier énoncé a
F,={z € B|a<z} (a € B\{0} fixé—puisque a # 0, F, est un filtre propre). O

LEMME 2.14. Soit F' un filtre d’une algébre de Boole B; soit m I’homomorphisme
canonique de B sur B/F. Alors 7t: p— 7~ t[p] définit une bijection de l’ensemble
des ultrafiltres de B/F sur ’ensemble des ultrafiltres de B contenant F'.

PREUVE. Soit m l'idéal dual de p. Alors c’est un résultat classique d’algebre
commutative que 7 définit une bijection de ’ensemble des idéaux de B contenant
m sur l’ensemble des idéaux de B/m. La conclusion est obtenue en passant au
complément, x — —x. O

Le Lemme (trivial) suivant servira d’introduction & la suite:

LEMME 2.15. Soit X un espace topologique. Alors l’ensemble des parties de X
qui sont a la fois des ouverts et des fermés de X est une sous-algébre de Boole de

PX).

Pour tout espace topologique X, notons Clop X (Clop pour “clopen”, ce qui
se traduirait plus ou moins par “ourmé”...) 'algébre de Boole des ouverts fermés
de X.
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DEFINITION. Un espace topologique X est éparpillé quand il admet une base
d’ouverts fermés (i.e., tout ouvert de X est réunion d’ouverts fermés). Un espace
topologique X est un espace topologique booléen quand il est compact et éparpillé.

Dans ce qui va suivre, nous allons établir la dualité entre les espaces topologiques
booléens et les algebres de Boole: c’est le Théoreme de représentation de Stone.

PROPOSITION 2.16 (utilise PIT). Soit B une algébre de Boole. Soit X = Ult B
l’ensemble des ultrafiltres de B; pour tout a € B, posons

pla)={pe X |aep}.

Alors l'image de ¢ est la base d’une topologie d’espace booléen sur X, et ¢ est un
isomorphisme de B sur Clop X.

PREUVE. Il résulte immédiatement du Lemme 2.6 que ¢ est un homomor-
phisme d’algebres de Boole de B vers PB(X). Par suite, l'intersection de deux
éléments de Im ¢ est une réunion d’éléments de Im ¢ (c’est méme un élément de
Im ), et par suite, Im ¢ est la base d’une topologie sur X.

FarT 1. Imp C Clop X. De plus, ¢ est un homomorphisme injectif d’algébres
de Boole de B dans Clop X.

PREUVE DU FAIT. Pour tout a € B, Cp(a) = ¢(—a) est un ouvert de X, donc
p(a) est fermé; il est ouvert, donc ouvert fermé. D’apres ce qui précede, ¢ est un
homomorphisme d’algebres de Boole. Si a € B\ {0}, alors (Lemme 2.13) il existe
p € X tel que a € p, d’ou p € p(a); donc ¢(a) # &. Par la Proposition 2.7(e), ¢
est injectif. O Fait 1.

FArT 2. X est un espace topologique booléen.

PREUVE DU FAIT. Soient d’abord p et ¢ deux éléments distincts de X. Il existe
donc un élément a de B tel que a € p\¢. Par suite, p(a) et p(—a) sont des voisinages
respectivement de p et de ¢ dont Uintersection est vide. Par suite, X est séparé.
Puisque les éléments de Im ¢ sont ouverts fermés (Fait 1) et que Im ¢ est une base
de la topologie de X, X est éparpillé.

Enfin, pour montrer que X est quasicompact, il suffit de montrer que si un
ensemble C de fermés de X est centré, alors C est d’intersection non vide. Puisque
tout fermé de X est une intersection d’éléments de Im ¢, il suffit de conclure pour
C C Imp. Par définition, C = ¢[C] ou C est une partie de B. Par suite, pour
toute partie finie Y de C, l'inégalité AY # 0 a lieu. Soit F' le filtre (propre) de
B engendré par C' (comme dans la Proposition 1.1). Par le Lemme 2.13, 'algebre
de Boole quotient B/F admet un ultrafiltre, donc, par le Lemme 2.14, il existe un
ultrafiltre p de B contenant F'. Par suite, pour tout a € C, a appartient a p, d’ou
p € ¢(a): ainsi, p € [ C, et C est donc d’intersection non vide. Par suite, X est
bien quasicompact. O Fait 2.

Pour conclure, il suffit donc d’apres le Fait 1 de montrer que Clop X C Im .
Soit donc U un ouvert fermé de X. Alors, par définition de la topologie de X, il
existe une famille (a;);c; d’éléments de B telle que U = [ J;; ¢(a;). Puisque U est
fermé, il est compact, donc il existe une partie finie J de I telle que U = [J, ; p(a;).
Par suite, U = ¢ (\/;c, ;) appartient & Im¢. O

COROLLAIRE 2.17 (utilise PIT). Toute algébre de Boole est une sous-algébre
d’un certain P(X).
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Souvent, le Corollaire 2.17 & lui seul est appelé “Théoréme de représentation
de Stone”, alors qu’en fait, ce dernier est essentiellement ’énoncé plus précis que
toute algebre de Boole est isomorphe a 'algebre de Boole des ouverts fermés d’un
certain espace topologique booléen, et que réciproquement tout espace topologique
booléen est homéomorphe a I'espace des ultrafiltres d’une certaine algebre de Boole.
En un mot, il exprime la dualité entre la catégorie des algebres de Boole et celle
des espaces topologiques booléens. C’est la-dessus que nous allons maintenant nous
concentrer.

Pour résumer notre ligne d’attaque, voici donc ce dont nous disposons:

— Pour tout espace topologique booléen X, I’algebre de Boole Clop X des
ouverts fermés de X (voir Lemme 2.15);

— Pour toute algebre de Boole B, l’espace topologique booléen Ult B des
ultrafiltres de B (encore appelé “espace de Stone” de B).

En termes de catégories, nous allons montrer que Clop et Ult sont des fonc-
teurs contravariants, qui réalisent une dualité entre la catégorie des algebres de
Boole et celle des espaces topologiques booléens, i.e., sont dans un sens (précisé en
2.19 et 2.20) “inverses” 1'un de autre. Commengons par le premier énoncé. Sa
“traduction” en termes non catégoriques est la suivante:

ProprosITION 2.18.

(a) Pour tous espaces topologiques booléens X et'Y et toute application con-
tinue f: X — Y, on peut définir un homomorphisme d’algébres de Boole
Clop f par

Clop f: ClopY — ClopX, V — f71V].

De plus, si X, Y, et Z sont des espaces topologiques booléens et si f: X —
Y et g: Y — Z sont des applications continues, alors

Clopidx = idciop x et Clop(go f) = Clop f o Clopg.

(b) Pour toutes algébres de Boole A et B et pour tout homomorphisme d’al-
gebres de Boole f: A — B, on peut définir une application continue Ult f
par

Ult f: Ult B — Ult A, q+— f'[q].

De plus, si A, B, et C sont des algébres de Boole et si f: A — B et
g: B — C sont des homomorphismes d’algébres de Boole, alors

Ultida = idui a
et
Ult(go f) = Ult f o Ult g.
PREUVE. Un exercice facile. O

Cependant, ceci ne nous dit absolument pas si oui ou non Clop et Ult sont
“inverses” I'un de 'autre dans un sens “naturel”. Ceci est 'objet des résultats
suivants.

THEOREME 2.19 (utilise PIT).
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(a) Soit B une algébre de Boole. Alors on peut définir un isomorphisme d’al-
gébres de Boole op de B sur Clop(Ult B) en posant

vp(a) ={pe Ukt B|a € p}.

(b) Soit X un espace topologique booléen. Alors on peut définir un homéomor-
phisme x de X sur Ult(Clop X) en posant, pour tout x € X,

Yx(z) ={a € ClopX |z € a}.

PREUVE. Notons que (a) est en fait exactement le résultat de la Proposi-
tion 2.16. Passons donc a (b). Il est facile de vérifier que pour tout = € X,
Yx (z) est un ultrafiltre de B = Clop X. Par définition de la topologie sur Ult B,
une base de la topologie de Ult B est {Y, | a € B} ou l'on pose

Y,={peUltB|ace€p}.

Si a € B est fixé, alors pour tout « € X, ¥ x(x) appartient & Y, si et seulement si
a € Yx(x), i.e., x € a—mais a € Clop B, donc a est un ouvert [fermé] de X. Ainsi,
1/))_(1 [Y.] est un ouvert de X; ceci est vrai pour tout a, donc ¥x est une application
continue. Soient maintenant x et y deux éléments distincts de X. Puisque X est
séparé et éparpillé, il existe un ouvert fermé a de X tel que = € a et y € Ca; par
suite, a € P¥x (z)\¥x(y); ainsi, ¥x est injective. Finalement, soit p un ultrafiltre de
B, on montre qu'il est de la forme ¥ x(x). Puisque p est une partie de B, ¢’est un
ensemble de fermés de X; puisque p est un ultrafiltre, p est centré. Puisque X est
compact, [p # @. Soit donc z un élément de (p. Pour tout a € p, x appartient &
a, i.e., a € Yx(z); par suite, p C ¥x(x). Puisque p et ¥x (x) sont deux ultrafiltres,
il en résulte en fait que p = ¥x(x). Ainsi, ¥x est surjective. Nous avons donc
montré que ¥ x est une bijection continue de X sur Ult B. Puisque X est compact
et que Ult B est séparé, 1)x est un homéomorphisme. (I

(Ce sont en fait la Proposition 2.16 et le Théoréme 2.19 qui constituent le
“Théoréme de Stone”.) En particulier, dans le contexte du (a) du Théoréme 2.19,
on obtient que B = Clop(Ult B) alors que dans le contexte (b), on obtient X =
Ult(Clop X). Cependant, ces derniers énoncés ne contiennent pas le fait que les
isomorphismes sont en fait “naturels”. Ce dernier fait est exprimé par la proposition
suivante:

PRroOPOSITION 2.20.

(a) Soient A et B deux algébres de Boole et soit f: A — B un homomor-
phisme. Alors le diagramme suivant est commutatif:

A —#2, Clop(Ult A)
fl lClop(Ult f)

B —2, Clop(Ult B)

(b) Soient X et Y deux espaces topologiques booléens et soit f: X — Y une
application continue. Alors le diagramme suivant est commutatif:

X —X, Ult(Clop X)
fl J/Ult(Clop f)

Y — . Ul(ClopY)
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PREUVE. Une vérification facile. O

On rappelle quun diagramme est commutatif lorsque la composée des fleches
parcourues en allant d’un point a 'autre du diagramme en suivant les fleches ne
dépend que des deux points (pas du chemin parcouru). Ainsi, dans I’énoncé (a)
ci-dessus, la commutativité du diagramme indiqué signifie que Clop(Ult f) o w4 =
wp o f, alors que dans le cas (b), elle signifie que Ult(Clop f) o x = 9y o f. Dans
le cas de diagrammes plus compliqués, la commutativité peut s’exprimer par un
ensemble assez patibulaire d’égalités du style des deux ci-dessus.

Exercices du Chapitre 2
EXERCICE 2.1. Tout inf-demi-treillis fini avec un plus grand élément, ou tout
sup-demi-treillis fini avec un plus petit élément, est un treillis.

EXERCICE 2.2. Donner un exemple d’application d’un sup-demi-treillis vers
un autre qui soit un homomorphisme d’ensemble ordonné (i.e., une application
croissante) mais pas un homomorphisme de semi-groupes.

EXERCICE 2.3. Donner un exemple d’un sup-demi-treillis (E, +, <) et d’une
partie S de E qui soit un sup-demi-treillis pour 'ordre induit (par <) mais pas un
sous-sup-demi-treillis de (E, +, <).

EXERCICE 2.4. On dit qu’un treillis E est complet quand toute partie de F
admet une borne supérieure.

(a) Montrer que E est complet si et seulement si toute partie de E admet une borne
inférieure.
(b) Trouver un exemple de treillis complet E satisfaisant la loi de distributivité

infinie

iel iel
(pour tous a, b; (i € I) dans E) MAIS PAS la loi de distributivité infinie duale

dénombrable
aV /\ by, = /\(a\/bn).

neN neN
(a, by (n € N) dans E). (Indication: adjoindre un plus grand élément a N x N,
puis inverser 'ordre).

EXERCICE 2.5 (Théoréme du point fixe de Tarski). Soit E un treillis complet
(voir I'Exercice 2.4) et soit f: E — FE une application croissante. Montrer qu’il
existe z € F tel que f(z) = z. Indication: Soit A 'ensemble des x € E tels que
f(z) <z, soit a = A\ A. Montrer que a € A, puis f(a) € A).

EXERCICE 2.6. Soit G un groupe. Montrer que ’ensemble §(G) des sous-
groupes de G, muni de l'inclusion, est un treillis borné. Exprimer V, A, 0, 1 dans
ce treillis. Montrer qu’en général, ce treillis n’est pas distributif, méme si G est fini
et commutatif. Montrer que dans ce treillis, un élément peut admettre plus d’un
complément.

EXERCICE 2.7. Soit (E,<) un ensemble totalement ordonné. Montrer que
(E, <) est un treillis distributif. Si E est borné et si a et b sont deux éléments
de F, quand a et b sont-il complémentaires? En déduire que si ¥ a au moins deux
éléments, alors F n’est pas une algebre de Boole.
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EXERCICE 2.8. Soit E un treillis distributif et soient a, b, et ¢ trois éléments
de E. Alors il existe au plus un élément = de F tel que x Aa=bet xVa=c.

EXERCICE 2.9. Trouver un exemple de treillis borné fini non distributif dans
lequel tout élément admet au moins un complément. (Note: en utilisant une “con-
struction libre”, Dilworth a montré que tout treillis—éventuellement non borné—
peut étre plongé dans un treillis dans lequel tout élément admet un unique complé-
ment. Par suite, il existe des treillis “uniquement complémentés” non distributifs;
mais ils sont tous infinis, voir 'Exercice 3.6).

EXERCICE 2.10. Soient A et B deux algebres de Boole. Alors tout homomor-
phisme de treillis de A vers B est un homomorphisme d’algebres de Boole.

EXERCICE 2.11.

(a) Soit X un ensemble infini. Montrer que I’ensemble B des parties Y de X telles
que soit Y soit X'\ Y est un ensemble fini est une sous-algébre de Boole de P(X).
Montrer que

U={U C X | X\U est fini}
est un ultrafiltre de B.
(b) Plus généralement, montrer que si F est un filtre sur un ensemble X, alors

B={Y ePX)|Y eFouX\Y T}
est une sous-algébre de Boole de PB(X), et F est un ultrafiltre de B.

EXERCICE 2.12. Soit E un treillis distributif. Soit I un ensemble fini, et soit
(X;)ier une famille d’ensembles finis. Montrer que 'identité suivante

AVXi= VA

i€l feHigIXi

est satisfaite. (On pourra raisonner par récurrence sur |I|.)
En déduire en particulier que si a;, b; (i € I) sont des éléments de E, alors

/\(ai\/bi):\/ /\ai/\ /\ bz

i€l JCI \ieJ ieI\J

EXERCICE 2.13. * Cet exercice se propose de caractériser, pour tout ensemble
X, “I’algebre de Boole libre” sur X—en particulier, de la représenter comme une
certaine sous-algebre de Boole de P(P(X)). (Pour une autre démonstration plus
“syntaxique” [mais essentiellement équivalente], utilisant la forme normale disjonc-
tive, voir par exemple [Birk2] au chapitre “free Boolean algebras”).

(a) Rappelons que pour tout entier naturel n, n est identifié & {0,1,...,n—1}. Pour

toute algebre de Boole B et tout n € N, on dit qu’une suite finie (a;);<, est une
quasi-partition de 'unité de B (i.e., 15) quand

(Vi,j <n)(i #j = ai Aaj = 0); \Voa=1
<n
(on ne suppose pas les a; non nuls). Montrer que si (a;)i<, €st une quasi-

partition de 'unité de B, alors il existe un unique homomorphisme d’algebres
de Boole f de P(n) vers B tel que (Vi < n)(f({i}) = a;).
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(b) Soit B une algebre de Boole et soit (a;);<n, une suite finie d’éléments de B.
Posons B,, = P(P(n)). Pour tout Y € P(n), posons

by = /\ai/\ /\ Q.

€Y ien\Y

Montrer que (by )yeqn) est une quasi-partition de I'unité de B (pour prouver
que le sup des by est 1, on pourra appliquer la derniére partie de I’Exercice 2.12
en remarquant que Ay cq,)(a; V 7a;) = 1).

(c) Dans le contexte de (b), poser, pour tout i < n,

en(i) =Y eP(n) | ie Y}

Montrer qu’il existe un unique homomorphisme d’algebres de Boole g: B,, — B
tel que (Vi < n)(g(en(i)) = a;). (Ce résultat signifie que si €,: i — €,(4), alors
B,,, munie de €, est 'algebre de Boole libre a n générateurs).

(d) * Soit X un ensemble quelconque. Pour tout x € X, on pose

ex(z) ={Y e P(X) |z €Y}

Pour toute partie finie Z de X, soit ez 'application de PB(P(Z)) vers P(P(X))
définie par
ez(X)={Y e B(X)|YNZecX},

et posons Bx = J,cy po;Imez. Montrer que Bx est une sous-algebre de
Boole de P(P(X)) contenant 'image de ex. Montrer, en utilisant le résultat de
la question précédente, que Bx, muni de 'application ex: X — Bx, est 'alge-
bre de Boole libre sur X; cela signifie que pour toute application f de X wvers
une algébre de Boole B, il existe un seul homomorphisme d’algébres de Boole g
de Bx vers B tel que goex = f.

(e) En déduire que toute algébre de Boole est un quotient (i.e., l’image par un homo-
morphisme surjectif) d’une algébre de Boole Bx pour un X bien choisi. (Choisir
pour X D’ensemble sous-jacent de l’algebre de Boole de départ).

EXERCICE 2.14. Déduire de la formulation originelle de PIT (au Chapitre 1)
et de I'Exercice 2.13(e) une nouvelle preuve du fait que PIT entraine que toute
algébre de Boole non triviale admet un ultrafiltre. (Indication: si ¢: Bx — B
est un homomorphisme surjectif, considérer le filtre sur X = P(X) engendré par
¢~ 1[{1}]). Puis, en considérant

B, ={z € B|z<a},

retrouver la formulation du Lemme 2.13.
En déduire que le Théoréme de Tychonoff PIT est équivalent a “toute algébre
de Boole non triviale admet un ultrafiltre”.

EXERCICE 2.15. Définir une mesure de probabilité finiment additive sur une
algebre de Boole comme dans le Chapitre 1 pour les 3(X). Puis, en imitant la
preuve de I'Exercice 2.14, montrer que HB est équivalent a “toute algébre de Boole
non triviale admet une mesure de probabilité finiment additive”.

EXERCICE 2.16. Soit m un entier naturel. Montrer (sans utiliser I’Exerci-
ce 2.13!) que toute algebre de Boole & n générateurs est finie, de cardinal au
plus 22".
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EXERCICE 2.17. Soit B une algebre de Boole non triviale. Soit P ’ensemble
des sous-algebres de Boole non triviales finies de B.

(a) Montrer que B est filtrant croissant pour l'inclusion, i.e., pour tous X et Y dans
P,ilexiste ZePtelque X CZetY C Z.
(b) * Pour tout X € P, posons

Px={YeP|XCY}

En considérant le filtre sur P engendré par les P x, montrer que
(b1) PIT entraine que B admet un ultrafiltre, et
(b2) HB entraine que B admet une mesure de probabilité finiment additive.

En déduire les résultats des Exercices 2.14 et 2.15.

EXERCICE 2.18. * On dit qu’un ensemble ordonné (E, <) a la propriété d’inter-
polation dénombrable quand pour toutes parties [au plus] dénombrables non vides
X et Y de FE telles que

(Ve e X)(Vy € Y)(z <y)

—mnous écrirons X <Y, il existe un élément z de E tel que X < z<Y.

(a) Soient A et B deux treillis, soit ¢: A — B un homomorphisme surjectif de
treillis. On suppose que A a la propriété d’interpolation dénombrable. Montrer
que B a la propriété d’interpolation dénombrable. (Indication: Si ¢(a,,) <
¢(by,) pour tous m, n dans N, construire par récurrence x,,, y, dans A tels que
O (xm) = dam), ¢(yn) = ¢(by,) et, pour tous m, n, T, < yn).

(b) Soit B 'algebre de Boole des parties de N qui sont soit finies, soit de complé-
mentaire fini. Montrer que B n’a pas la propriété d’'interpolation dénombrable.
En déduire que B nest le quotient d’aucun PB(X). Comparer avec le résultat de
I’Exercice 2.13(e).

EXERCICE 2.19. Montrer que le Théoreme de représentation de Stone (sous la
forme “toute algebre de Boole se plonge dans un certain (X)) implique PIT—et
donc est équivalent & PIT. (Indication: on admettra le résultat de I’Exercice 2.14.
Montrer que si B est une sous-algebre de Boole non triviale de (X)) et si z est un
élément de X, considérer {U € B |z € U}).

EXERCICE 2.20. Soit B une algebre de Boole. Pour tout élément a de B et
pour toute partie X de B, on note

aNX ={aNz|zeX}etavX={aVz|zeX}

Montrer que si \/ X existe, alors \/(a A X) existe et est égal & a A \/ X. Montrer
de méme que si A\ X existe, alors A(a V X) existe et est égal & a V A X. (Note:
il est nécessaire, a cause de 'Exercice 2.4, d’utiliser la complémentation x — —x).
En déduire que si B est complete, alors B satisfait la loi de distributivité infinie et
son dual (voir 'Exercice 2.4(b)).

EXERCICE 2.21. Soit F un treillis distributif. On définit comme pour les alge-
bres de Boole un idéal (resp., filtre) de E comme étant un segment initial (resp.,
final, voir I'Exercice 1.2) non vide de E, stable par V (resp., A). Un idéal I est
premier quand pour tous x, y dans E, x Ay € I implique que x € T ou y € I, et
dualement pour les filtres.

(a) Montrer que pour tout filtre F', tout idéal I de E qui est maximal parmi les
idéaux disjoints de F' est premier.
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(b) En déduire que pour tous éléments a et b de E tels que a £ b, il existe un filtre
premier p de FE tel que a € pet b ¢ p.

(c) En déduire que tout treillis distributif se plonge dans une algébre de Boole de
la forme P(X). (c’est le “Théoreme de Birkhoff-Stone”—1933 pour le premier
auteur, 1936 pour le second).

EXERCICE 2.22. Un treillis F est dit étre une algébre de Heyting quand pour
tous éléments a et b de F, il existe un plus grand élément c de E tel que a A ¢ < b.
On note ¢ = a — b. Ainsi, — est défini par

(Va,b,z)(aNx <bsx<a—b).

(a) Montrer que toute algebre de Boole est une algebre de Heyting. Comment
s’exprime a — b avec les opérations d’algebre de Boole?

(b) Montrer que [’ensemble d’ouverts de] tout espace topologique est une algebre
de Heyting complete.

(¢) Soit E un ensemble totalement ordonné admettant un plus grand élément 1.
Montrer que E est une algebre de Heyting. Quelle est la valeur de a — b7

(d) Montrer que toute algebre de Heyting est un treillis distributif (Indication:
soit d =a — [(a Ab)V (a Ac)]. Montrer que b < d et ¢ < d).

(e) Montrer que tout treillis distributif fini est une algebre de Heyting.

(f) Montrer qu’un treillis complet est une algebre de Heyting si et seulement si il
satisfait la loi de distributivité infinie (voir 'Exercice 2.4).

(g) Trouver un exemple de treillis distributif complet (définition dans I’Exercice 2.4)
qui n’est pas une algebre de Heyting.

(h) Trouver un exemple de deux algebres de Heyting A et B telles que A soit un
sous-treillis de B mais pas une sous-algebre de Heyting de B.

EXERCICE 2.23. Soit E un treillis avec 1 muni d’une loi de composition interne
—. Montrer que — donne a E une structure d’algebre de Heyting si et seulement
si les équations suivantes:
(i)a—a=1,; (ii) ah(a—b)=aANb;
(iii) b A (@ — b) = b;
(iv)a— (bAc)=(a—=b)A(a—c)

ont lieu pour tous éléments a, b, et ¢ de F.

EXERCICE 2.24. Soit E un treillis distributif. Notons Idl E ’ensemble des
idéaux de F, i.e., des sous-ensembles I de E tels que pour tous z, y dans F,

x<yetyel)=>zecl; (reletyel)=azVyel

Mountrer que Idl E est une algebre de Heyting complete (voir les Exercices 2.22 et
2.23). En déduire que tout treillis distributif se plonge dans une algébre de Heyting
compléte.

EXERCICE 2.25. Soit A un anneau commutatif unitaire. Montrer que I’ensemble
des éléments idempotents de A (i.e., les éléments x de A tels que z2 = x) est une
algebre de Boole, muni des lois de composition (internes? le prouver!) x Ay =z -y
et xVy=x+y— x-y. Expliciter la négation dans cette algebre de Boole.
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EXERCICE 2.26. Montrer la réciproque suivante de I’Exercice 2.25: pour toute
algebre de Boole B, il existe un anneau commutatif unitaire A dont 'algeébre de
Boole des idempotents est isomorphe a B, et tel que A est “de caractéristique 07,
c.a.d. que mx = 0 implique que x = 0, pour tout entier non nul m et tout élément
x de A. (Indication: on pourra considérer un espace de fonctions continues sur
Pespace de Stone de B).

EXERCICE 2.27. * Soit A une sous-algebre de Boole d’une algebre de Boole B
et soit b € B\ A. Montrer qu’il existe deux ultrafiltres p et ¢ de B tels que b € p,
be¢ get pN A=qnA. (Indication: passer aux espaces de Stone de A et de B,
et raisonner en termes topologiques).

EXERCICE 2.28. Soit B une algebre de Boole infinie. Montrer que B a au
moins |B| ultrafiltres. (Indication: Soit k = |B| et supposons que S = Ult B
soit de cardinal < k. Pour tout (p,q) € S x S tel que p # ¢, soit by, € p\ ¢;
considérer la sous-algebre de Boole A de B engendrée par I'ensemble de ces by,.
Puisque |A| < | B, il existe un élément b dans B\ A. Appliquer 'Exercice 2.27).

EXERCICE 2.29. Soit E un espace vectoriel sur un corps K. Notons 8§(E)
I’ensemble des sous-espaces vectoriels de F/, muni de la relation d’inclusion.

(a) Montrer que (8(F), C) est un treillis complet (voir 'Exercice 2.4), dans lequel
pour toute famille (X;);e; d’éléments de S(E),

/\Xi:mXi;

icl il
VXi=> X
i€l i€l

=z e E|@JCI fini)(Fjesm; € X)) 2= x,
JjeJ

En particulier, pour tous sous-espaces X et Y de FE,
XVY=X+Y={zr+ylzeXetyecY}

(b) Montrer que si E est de dimension finie sur K, alors (8(F),+,N,d, E) est iso-
morphe & son dual (§(E),N,+, E, @). (Indication: considérer I'orthogonalité
pour la forme bilinéaire symétrique >, x;y; ot n est la dimension).

(¢) * Montrer que si E est de dimension infinie, alors il existe des sous-espaces
vectoriels A, B,, (n € N) de F tels que (B, )nen est décroissante pour I'inclusion
et

A+ () Ba# [ (A+ By).
neN neN
En déduire que le treillis S8(E) n’est pas isomorphe & son dual. Comparer avec
le résultat de I'Exercice 1.7.

EXERCICE 2.30. * Pour tout ensemble ordonné (E, <), la topologie de l’inter-
valle sur E est, par définition, la plus petite topologie sur E pour laquelle tous les
intervalles de la forme

[a, =] ={x € F|a<uxa}
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et
[—,al={z€E|z<a}
sont des fermés.

(a) Montrer que pour tous a et b dans E, l'intervalle [a, b] = {z € E | a < z < b}
est un fermé de FE pour la topologie de l'intervalle.

(b) Montrer sur un exemple que la plus petite topologie sur F pour laquelle tous
les intervalles [a, b] sont des fermés n’est pas nécessairement la topologie de
Iintervalle.

(c) Supposons que E soit un treillis et que, muni de la topologie de Uintervalle, il
soit quasicompact. Montrer que E est un treillis complet. (Indication: si S
est une partie non vide majorée de F, considérer I'ensemble des intervalles [s, ]
ou t est un majorant de S. Si S est vide ou non majorée, adapter 'argument
précédent).

(d) Réciproquement, supposons que E soit un treillis complet. Montrer que E, muni
de la topologie de I'intervalle, est quasicompact. (Indication: on pourra utiliser
le Théoreme de la sous-base d’Alexander, voir Exercice 1.9).

Ainsi, on a montré le résultat suivant, dt a O. Frink (voir [Frinl]): Un treillis
est complet si et seulement si, muni de la topologie de l’intervalle, il est quasicom-

pact. (Note: il n’est pas nécessairement séparé, méme dans le cas d’une algebre
de Boole!).

EXERCICE 2.31. Etablir une équivalence entre les idéaux des algebres de Boole
et les anneaux non nécessairement unitaires satisfaisant (Vz)(z? = z) (on pourra
s’inspirer de la preuve pour I’équivalence entre algebres de Boole et anneaux de
Boole).

EXERCICE 2.32. ** Cet exercice suppose connues les notions de base de la
théorie des modeles (termes, formules atomiques, formules, satisfaction...), et se
propose de montrer 1’équivalence entre PIT et le Théoreme de compacité du calcul
des prédicats. Ce dernier s’énonce habituellement comme suit:

“Si T est une théorie du premier ordre [écrite dans un langage—on dit parfois
signature—donné] finiment satisfaisable [i.e., dont toute partie finie admet
un modele], alors T est satisfaisable.”

(L’équivalence entre “satisfaisable” et “cohérente” est la combinaison du Thé-
oréme de compacité et du Théoréme de complétude).

(a) En admettant le Théoréme de compacité du calcul des prédicats, montrer PIT
sous la forme de laxiome de l'ultrafiltre. (Indication: Soit F un filtre sur
un ensemble non vide I. Soit L le langage du premier ordre admettant pour
symboles de constante ¢, (z € I) et un symbole de prédicat (i.e., relation unaire)
U. Soit T la théorie écrite dans L dont les axiomes sont U(c,) (tout z € F);
(U(cz) et U(ey)) = Ul(cany) (tous z et y dans P(I)); nonU(c,) < Ulcg,)
(tout = dans P(I)); U(ey) = U(cy) (tous x C y dans P(I)). Montrer que T est
finiment cohérente. Si M est un modele de T, considérer U = {x € P(I) | M
U(e))).

Désormais, admettons PIT, sous la forme équivalente “toute algebre de
Boole admet un ultrafiltre” (voir Lemme 2.13, ou par exemple 'Exercice 2.17).
Nous allons montrer le Théoreme de compacité du calcul des prédicats. Donnons-
nous donc une théorie T dans un langage £. On suppose que T est finiment
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satisfaisable. Rappelons qu’une formule est close quand elle n’a pas de variable
libre.

Soit (¢y) e formule & une variable libre de £ une famille de nouveaux symboles de con-
stante, soit £’ le nouveau langage obtenu en incorporant & L ces nouveaux
symboles et soit I’ la théorie écrite dans L’ dont les axiomes sont ceux de T
ainsi que toutes les formules de la forme (3x)p(x) = ¢(c,) pour toute formule
¢ a une variable libre x de L.

Montrer que T’ est finiment satisfaisable, et que si 7’ est satisfaisable, alors
T Dest aussi.

En déduire, par itération du procédé précédent, qu’il existe une extension L* de
L par des symboles de constante, une famille (¢, )y formule & une variable libre de £*
de symboles de constante de L* et une théorie T* écrite dans L* contenant T
possédant les propriétés suivantes:

(i) T* est finiment satisfaisable;

(ii) Pour toute formule ¢(x) & une variable libre x de £*, la formule (Ix)p(x) =

¢(c,) appartient a T*;

(iii) Si T* est satisfaisable, alors T l'est aussi.

Ainsi, le point (c) permet de supposer, sans perte de généralité, que pour
toute formule ¢ & une variable libre de £, (Ix)¢(x) = ¢(c,) appartient & T
(“hypotheése des témoins”). Nous supposerons désormais que T satisfait cette
condition.

Pour toute formule close ¢ de L, on écrit T =* ¢ quand il existe une sous-
théorie finie 77 de T telle que tout modele de T’ satisfait (.

Soit F ’ensemble de toutes les formules closes de L. On définit une relation
binaire = sur F en posant

e~y e TE (o)

Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur F, et que F/ = peut étre
naturellement muni d’une structure d’algebre de Boole, telle que si, pour tout
v € F, on note [p] la classe d’équivalence de ¢ modulo =, alors pour tous ¢ et
¢ dans I, [ et ¢] = [p] A[Y], [p ou 9] = [¢] V [¢] et [non ] = —[y].

Notons B ’algébre de Boole précédente. Soit U un ultrafiltre de B (donné par
PIT), et soit T I’ensemble des formules ¢ de F telles que [¢] € U. Montrer que
T est finiment satisfaisable, qu’elle contient T, que pour toute formule ¢ € F,
T E=* ¢ équivaut & ¢ € T, et que pour toute formule ¢ de F, T contient comme
élément soit ¢, soit non .

Soit C l'ensemble des symboles de constante de L. On définit une relation
binaire ~ sur C en posant a ~ b < (a = b) € T. Montrer que ~ est une relation
d’équivalence sur C, et que l'on peut structurer le quotient M = C/~ en un
modele de L en posant, pour tout n € N\ {0}, tous ¢, ¢1,..., ¢, dans C, tout
symbole de relation a n places R et tout symbole de fonction a n places f,

M =[]~ = classe d’équivalence de ¢ modulo ~,

M = R([ci]~, -y [en]~) € Rler, ... cn) €T, B
M [de = f((et)mre s [en]) & fler,onorcn) €T,

Montrer (par induction sur la complexité) que pour toute formule close ¢(cy, ..., ¢,)
de L [les ¢; sont tous les symboles de constante de L apparaissant dans ],

M ': @([Cl]Na cey [Cn]N) e 30(017 cee ,Cn) € 7.
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En déduire que M est un modele de T. Conclure.
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CHAPITRE 3

Transition; treillis pseudo-complémentés

Ce court chapitre va étudier une certaine classe de treillis, les treillis pseudo-
complémentés. Sa principale utilité sera de construire par la suite de nouvelles
algebres de Boole. La plupart des résultats de ce chapitre sont dis a V. Glivenko.

DEFINITION. Soit F un treillis avec 0, soit a un élément de E. Un pseudo-com-
plément de a est un élément b de E tel que E satisfait la condition:

(Vr)(ahz =0<=z <D).

Le treillis E est pseudo-complémenté quand tout élément de E admet un pseudo-
complément.

Noter que, par définition, un pseudo-complément de a est unique, mais que la
relation “z est un pseudo-complément de y” n’est pas nécessairement symétrique.
Nous noterons a le pseudo-complément de a quand il existe. Notons également
que la définition ci-dessus peut se faire dans un contexte plus général, celui d’“inf-
demi-treillis avec 0”.

EXEMPLE 3.1. Toute algebre de Boole est un treillis pseudo-complémenté (avec
at = —a pour tout a).

EXEMPLE 3.2. Le treillis des ouverts d’un espace topologique quelconque est
pseudo-complémenté: si U est un ouvert d'un espace topologique X, alors U+ est
égal a l'intérieur du complémentaire de U. Voir le Chapitre 4 pour plus de détails.

EXEMPLE 3.3. Soit E un ensemble totalement ordonné avec 0 et 1. Alors E
est un treillis pseudo-complémenté, avec a+ = 0sia # 0 et 0+ = 1.

Voici enfin un exemple éventuellement non distributif, inspiré du précédent:

EXEMPLE 3.4. Soit A un treillis borné quelconque. Soit € un objet non dans
A, et posons A = AU {e}, sur lequel on prolonge lordre de A en posant 0 < &
et € < z pour tout © € A\ {0}. Alors A° est un treillis borné, dans lequel tout
élément est comparable & € (i.e., pour tout x, x < £ ou € < x) et pour tous a et b
incomparables,

aVb=aVvA4b
aN? D, siaAtb#£0
aNb= . A 7
e, sia AN b=0.
Alors pour tout a dans A%, I'égalité a’ = 0 est satisfaite si a # 0, alors que 0+ = 1.
Notons que l’on n’a pas toujours a™+ = a.

LEMME 3.5. Soit E un treillis avec 0, soient a et b deuzx éléments de E admet-
tant chacun un pseudo-complément. Alors

41
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(a) a <b= b+ <at.
(b) Si E est distributif, alors a V b admet a* A b pour pseudo-complément.
(¢) Si E est pseudo-complémenté, alors

(aVb)t =atAbt.

PREUVE. (a) Puisque b* A a < bt Ab = 0, il vient, par définition de at, que
bt <at.

(b) Si E est distributif, alors pour tout z € E, I'égalité A (a V b) = 0 est
satisfaite si et seulement si x Aa = 2 Ab = 0 (en utilisant la distributivité), si et
seulement si z < at et z < b, si et seulement si x < at A b+; d’olt la conclusion
pour (b).

(¢c) Si E est pseudo-complémenté, alors, pour tout € E, nous obtenons les
équivalences suivantes:

x < (aVb)tsi et seulement si z A (aVb) =0,
si et seulement si a Vb < at,
si et seulement si a < - et b < :CJ',
si et seulement sia Ax =bAx =0,

si et seulement si z < a™ A b . O

NOTATION. Dans tout treillis pseudo-complémenté FE, nous noterons z* =
gt = (2 1)L,

LEMME 3.6. Pour tous éléments a, b dans un treillis pseudo-complémenté E,
(a) a <a*.

(b) a <b= a* <b*.

(c) attt =at.

(d) a** =a*.

PREUVE. (a) Puisque a Aat = 0, les relations a < (at)t = a* sont satisfaites.
(b) Trivial par le Lemme 3.5(a).

(c) Puisque a < a** et par le Lemme 3.5(a), a**+ < a*. Réciproquement,
attt = (at)tt < at (on utilise (a)), d’ou I'égalité.
(d) En utilisant (c), on obtient a** = at+++ = agt+ = a*. O

DEFINITION. Soit E un treillis pseudo-complémenté. Un élément z de E est
fermé, quand x = z*.

Par le Lemme 3.6(c), un élément = de E est fermé si et seulement si = est de
la forme y*, ot y € E.

LEMME 3.7. Soit E un treillis complémenté tel que pour tout a € E, tout com-
plément de a est aussi un pseudo-complément de a. Alors E est une algébre de
Boole.

PREUVE. Par unicité du pseudo-complément, tout élément a de E admet a*
pour unique complément. Puisque la relation de complémentarité est symétrique,
I'application = +— 2t est involutive (i.e., z++ = x pour tout z € E). Elle est
décroissante par le Lemme 3.5(a), et elle est donc un isomorphisme de (E, <) sur
(E,>).
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Montrons alors que E est distributif. Soient donc a, b, et ¢ dans E. 1l est
toujours vrai que (aAb)V (aAc) < aA(bVe). Pour montrer la réciproque, il suffit de

montrer que ((a/\b)\/(a/\c))J' < (a/\(b\/c))l et d’appliquer la remarque précédente.
Soit donc z le membre de gauche. Par définition, 2 A ((a Ab) V (aAc)) =0, d’olt a
fortiori x A (a Ab) =z A (a A c) =0. Par suite, b et ¢ sont tous deux inférieurs ou
égaux & (rAa)t, d'oubVe < (zAa)t, douzAaA(bVe) =0, dottx < (a/\(b\/c))L.
Ainsi, F est un treillis distributif complémenté, donc une algebre de Boole. ([

Voir I'Exercice 3.5 pour montrer a quel point les hypotheéses du Lemme ci-
dessus sont importantes.

NOTATION. Dans tout treillis pseudo-complémenté, on pose, pour tous éléments
a et b,
aVb=(aVb)*.

THEOREME 3.8. Soit E un treillis pseudo-complémenté borné et soit B I'ensemble
des éléments fermés de E. Alors (B,V, A\, 0,1) est une algébre de Boole, dans laque-

lle Vopération de complémentation est x — x=+.

PREUVE. Par le Lemme 3.5(c), B est stable par A. Par définition de V et le
Lemme 3.6(d), B est stable par V. Soient a et b dans B, on vérifie que a A b (resp.,
aVb) est la borne inférieure (resp., supérieure) de {a,b} dans B. Il est trivial que
aNb<a,b<aVb. Soit maintenant ¢ dans B. Si ¢ < a,b, alors ¢ < a A b et ainsi,
a A'b est la borne inférieure de {a,b} dans B. Sia, b < ¢, alors a Vb < ¢, d’on
aVb=(aVb)* <c* =c: ainsi, aVb est la borne supérieure de {a, b} dans B.

De plus, pour tout a € B, a* est le pseudo-complément de a dans E et ap-
partient & B, donc a’ est aussi le pseudo-complément de a dans B. De plus,
aAat = 0 par définition, mais aussi aVa* = (aVat)*+ = (at AatH)t =0t =1:
ainsi, a* est un complément de a dans B (compris comme (B,V,A,0,1)). Afin
d’appliquer le Lemme 3.7 & B, on montre alors que si b est un complément de a
dans B, alors b = a*. Tout d’abord, a Ab = 0 donc b < at. De plus, 1 = aVb,
dott 0 = 1+ = (aVb)* = (aVb)tt = (a Vb))t =at AbL, dott at < bt =0,
Finalement, a~ = b, et on a donc montré que I'unique complément de o dans B est
a*. Le Lemme 3.7 entraine alors que B est une algebre de Boole. O

PROPOSITION 3.9. Soit E un treillis pseudo-complémenté borné.

(a) L’application x — x* est un homomorphisme surjectif de treillis de (E,V, A,0,1)
sur (B, A, V,1,0).

(b) L’application x — x* est un homomorphisme surjectif de treillis de (E,V, A, 0, 1)
sur (B,V,A,0,1).

PREUVE. (a) Il est immédiat que 0+ = 1 et 1+ = 0. Il résulte du Lemme 3.5(c)
que (aVb)*t =a* A bt pour tous a, b dans E. Enfin, pour tous a, b, et 2 dans E,
r < at Vbt siet seulement six < (atVbh)LL siet seulement si A (et VHE)t =0,
si et seulement si (par le Lemme 3.5(c)) z A (at*+ A btt) = 0, si et seulement si
rAatt < bt (or, b = bh), si et seulement si z Aatt Ab = 0, si et seulement
si (de la méme maniere) x A a Ab = 0, si et seulement si x < (a A b)1; ainsi,
(a Ab)L = atVbt. Enfin, la surjectivité est immédiate.

(b) Il est immédiat que 0* = 0 et 1* = 1. Pour tous a et b dans E, (aVb)* = aVb
par définition de V. De plus, en utilisant le (a), on obtient que (aAb)* = (aAb)L+ =
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(@t Vb))t = (at vttt = (@t vbt)t = att Abtt = a* Ab*. Encore une fois,
la surjectivité est immédiate. ([

COROLLAIRE 3.10. Soit E un treillis pseudo-complémenté. Alors I’ensemble
{re E|zt =0}

est stable par A (c’est donc un “filtre” de E, dans un sens généralisant le cas des
algébres de Boole de fagon évidente).

PREUVE. Sizt =yt =0, alors (z Ay)t =2t Vyt = 0V0 = 0. O

DEFINITION. Un élément o d’un treillis pseudo-complémenté est dense quand
xt = 0 (on parle parfois d’unité faible).

PROPOSITION 3.11. Soit E un treillis distributif pseudo-complémenté et soient
a et b deux éléments de E.

(a) a* < b* si et seulement si il existe un élément dense d de E tel que and < b.
(b) a* = b* si et seulement si il existe un élément dense d de E tel que aANd =
bAd.

PREUVE. (a) Supposons d’abord que aAd < boudt =0. Alors a* =a*A1l =
a*Ad* = (aAd)* < b*. Réciproquement, supposons que a* < b*. Posons d = a*Vb.
Alors d*+ = a*+ A bt < bt A bt =0, donc d est dense. De plus (on utilise ici la
distributivité) a Ad =a A (aVb) = (aNat)V(aAb)=anb<b.

(b) S’il existe un élément dense d tel que a A d = b A d, alors, par (a), a* < b*
et b* < a*, d’ou a* = b*. Réciproquement, si a* = b*, alors, par (a), il existe deux
éléments denses d’ et d” tels que aAd < bet bAd’ < a. Par le Corollaire 3.10,
d=d Ad" est dense, et il vient immédiatement que a A d = b A d. O

PRrROPOSITION 3.12. Soit E un treillis pseudo-complémenté complet. Alors l’al-
gebre de Boole des éléments fermés de E est compléte.

PREUVE. Soit X une partie de B, soit a = A X. On montre que a* est la
borne inférieure de X dans B. Tout d’abord, pour tout = € X, a* < 2* = z, donc
a* est un minorant de X (dans B). Si b est un minorant de X dans B, alors b < a,
donc b < a*. Par suite, a* = a, ce qui montre notre assertion. ([l

EXEMPLE 3.13. Soit F le treillis des ouverts d’un espace topologique. Alors un
élément de E est fermé si et seulement si il est un ouvert régulier de E. Par suite, F
étant complet, nous retrouvons le résultat du Théoreme 4.3 disant que [’ensemble
des ouverts réguliers de E est une algébre de Boole complete.

Une situation un peu plus générale est donnée par la définition suivante.

DEFINITION. Une algébre de Heyting (ou: treillis relativement pseudo-complé-
menté, ou treillis de Brouwer) est un treillis dans lequel pour tous éléments a et b,
il existe un plus grand élément ¢, noté a — b, tel que a A ¢ < b.

Parmi les exemples du début du chapitre, les trois premiers sont des algebres
de Heyting. Voir les exercices du Chapitre 2 sur les algebres de Heyting! Les al-
gebres de Boole sont a la logique classique ce que les algebres de Heyting sont a la
logique intuitionniste, cette derniere étant (trés grossierement) “celle pour laquelle
——p n’est plus nécessairement équivalent & p”. En posant - = 2 — 0, on obtient
immédiatement la proposition suivante:
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PROPOSITION 3.14. Toute algébre de Heyting avec 0 est un treillis pseudo-com-
plémenté.

La complétude admet une caractérisation commode pour les algebres de Hey-
ting:

PROPOSITION 3.15. Un treillis complet est une algébre de Heyting si et seule-
ment si il satisfait la loi de distributivité infinie suivante:

a N \/X = \/(a A X) pour tout élément a et toute partie X.

(on dit parfois que E est un treillis local ).

PREUVE. Soit F un treillis complet. Supposons d’abord que E soit une algebre
de Heyting, et soient a € E et X C E. Posons b =\ X et ¢ = \/(a A X). Il est
toujours vrai que ¢ < a A b. Réciproquement, pour tout x € X, a A x < ¢ par
définition de ¢, d’ot x < @ — ¢; ainsi, b = \/ X < a — ¢, dot a Ab < ¢ ainsi,
aAb = ¢, dou la distributivité infinie. Réciproquement, si E satisfait la loi de
distributivité infinie, soient a et b dans E et posons X = {zx € E | a Az < b}. Soit
¢ =\/X. Alors pour tout = tel que a Az < b, 'inégalité x < ¢ a lieu, par définition
de X et de ¢; de plus, aAc=a AV X =\ (aAX)<b, et donc a — b existe et est
égal a c. Donc F est une algebre de Heyting. O

Notons qu’un argument similaire montre que toute algébre de Heyting est un
treillis distributif (voir 'Exercice 2.22(d)).

Le Théoreme 3.8 est a rapprocher du résultat plus simple suivant, qui aura
également son utilité:

PROPOSITION 3.16. Soit E un treillis distributif borné. Alors l’ensemble des
éléments de E qui admettent un complément est une sous-algebre de Boole de E.

PREUVE. Soit C ’ensemble des éléments de E qui admettent un complément.
Pour tout € C, notons comme d’habitude —z le complément de = (unique par le
Lemme 2.4). Alors z est le complément de —x, et donc C' est stable par complé-
mentation. Il est de plus évident que 0 € C. Enfin, pour tous éléments a et b de
07

(aANb)A(maV —b)=(aAbA—-a)V(aANbA-D) =0
(anb)V(—aV-b)=(aV-aV-bADbV-oaV-b) =1,

donc —a V —b est le complément de a A b. En remplacant a par —a est b par —b, on
obtient que —a A —b est le complément de a V b.

Par suite, C' est un sous-treillis de E' contenant 0 et 1 pour éléments, stable par
l'opération —. O

En rassemblant les résultats du Théoreme 3.8 et de la Proposition 3.16, on
obtient le résultat suivant:

PRrROPOSITION 3.17. Soit E un treillis distributif pseudo-complémenté. Soit B
l’ensemble des éléments fermés de E, soit C' l’ensemble des éléments de E admettant
un complément. Alors (C,V,A,0,1) est une sous-algébre de Boole de (B,V,A,0,1).
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PREUVE. On montre d’abord que C C B. Montrons pour cela que pour tout
a € C, —a est le pseudo-complément de a. Tout d’abord, a A —=a = 0; de plus, pour
tout x € E tel que a A x = 0, les égalités

r=xAN1
=z A(aV -a)
=(xAa)V(xA-a)
=T ANa
< -a

sont satisfaites, ce qui montre notre assertion. Il en résulte que pour tout a € C, a
est le pseudo-complément de —a, et donc, par définition, a € B. Pour conclure, il
suffit de montrer que pour tous a et b dans C, ’égalité aVb = a V b est satisfaite.
Mais nous avons vu dans la Proposition 3.16 que a Vb € C, donc (puisque C' C B)
aVbe B,douaVb=(aVb)*=aVhbh. O

Notons en particulier que toute algebre de Heyting avec 0 est un treillis distribu-
tif pseudo-complémenté, donc la proposition ci-dessus s’y applique. Voir également
a ce sujet 'Exercice 3.7.

Exercices du Chapitre 3
EXERCICE 3.1. Montrer sur un exemple que la relation binaire “z est le pseudo-
complément de y” n’est pas forcément symétrique.

EXERCICE 3.2. Quelle est la plus petite algebre de Heyting finie (voir 'Exer-
cice 2.22(e)) ne satisfaisant pas 'axiome (Vz)(zt+ = 2)? Quel est le rapport avec
I’Exercice 3.17

EXERCICE 3.3. Soit E ’ensemble des fonctions continues de [0, 1] vers [0, 1],
muni de la relation d’ordre < définie par

<9 (Ve e 0, 1])(f(z) < g(2)).

Montrer que E est un treillis distributif borné, mais n’est pas une algebre de Hey-
ting.

EXERCICE 3.4. Soit F' ’ensemble des fonctions de [0, 1] vers [0, 1], muni de la
relation d’ordre < définie par

f<ge= (Ve e |0, 1])(f(z) < g(2)).

Montrer que F' est une algebre de Heyting complete, ne satisfaisant pas I'axiome
(Vx)(zt+ = x). Montrer sur un dessin la signification “géométrique” de f+ et f++
pour tout f € F.

EXERCICE 3.5. Trouver un exemple de treillis fini a la fois complémenté et
pseudo-complémenté qui ne soit pas une algebre de Boole.

EXERCICE 3.6. Cet exercice se propose d’établir en particulier que tout treillis
uniquement complémenté [i.e., dans lequel tout élément admet exactement un com-
plément] fini est une algébre de Boole (Note: c’est faux en général dans le cas
infini). On rappelle que si E est un treillis, un atome de E est un élément p de
E\ {0} tel qu’il n’existe pas d’élément x de F tel que 0 < = < p.
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a) Soit £ un treillis uniquement complémenté et soient p et ¢ deux atomes distincts
Soit treilli i t 1é té et soient p et ¢ d t distinct
de P.
a upposons que p £ —g. Poser r = p V —g. Montrer que r > —q.
1) S P Mont
a upposons encore que p £ =g. Montrer que si r % ¢, alors r = —¢, alors que
2) S Mont i 1 1
si r > q, alors r = 1; en déduire une contradiction dans les deux cas.
(a3) En déduire que p < —g.
(b) Soit E un treillis complet uniquement complémenté tel que tout élément non nul
de F majore au moins un atome de E. Notons P ’ensemble des atomes de F.
ontrer que pour tous p € P e CPp< si et seulement si p €
bl) Mont t Pet X CP,p<\ X siet seul t si X
(Indication: on pourra utiliser le résultat de (a)).
(b2) Pour tout = € E, on pose

S(x)={peP|p<uz},
et, pour tout X C P, on pose

J(X)=\/x.

Montrer que S(0) = @, J(&) =0, S(1) = P, J(P) =1 (Indication: pour
prouver la derniére égalité, on pourra utiliser le résultat de (a)).

(b3) Montrer que S o J = idg(p).

(b4) Soit € E. Posons X = S(x) et X' = P\ X. Montrer que J(X) < z et
2 AJ(X’) = 0. En déduire que z est le complément de J(X’); en remplacant
x par -z, en déduire que z = J(S(x)).

(b5) En déduire que S et J sont deux isomorphismes de treillis, qui sont inverses
I'un de Pautre. Par suite, E est une algebre de Boole (et E = B(P)).

(¢) En déduire que tout treillis uniquement complémenté fini est une algébre de
Boole.

EXERCICE 3.7. Soit E une algebre de Heyting; notons, comme dans la Propo-
sition 3.17, B l'ensemble des éléments fermés de E, et C I’ensemble des éléments

de E admettant un complément. Trouver des exemples ou C ; B ; E, ou bien ou
C=BCE.
=






CHAPITRE 4

Algebres de Boole completes; Théoreme de
prolongement de Sikorski

Le but de ce chapitre est de développer plus spécialement des bases de la théorie
des algebres de Boole complétes—par exemple le procédé de complétion (Théore-
me 4.4), qui entraine que toute algeébre de Boole se plonge dans une algebre de Boole
complete (Théoréme 4.5). L'un des résultats les plus importants dans ce domaine
est également le Théoreme de Sikorski [Sikol], Théoreme 4.8 ici, qui donne une
caractérisation algébrique des algébres de Boole completes (Corollaires 4.9 et 4.10).

DEFINITION-NOTATION. Un treillis E est dit complet quand toute partie X
de E admet une borne supérieure, alors notée \/ X.

Il est alors classique (voir 'Exercice 2.4) que toute partie X de E admet une
borne inférieure (qui est la borne supérieure, mais aussi le plus grand élément, de
I’ensemble de ses minorants), naturellement notée A X. Cette notion se relativise
si 'on se restreint aux parties dénombrables:

DEFINITION. Un treillis E est dit o-complet quand toute partie dénombrable
de F admet une borne supérieure et une borne inférieure.

Dans le cas ou E est une algebre de Boole, il suffit évidemment de vérifier que
toute partie dénombrable de E admet une borne supérieure (resp., que toute partie
dénombrable de F admet une borne inférieure)—ceci se voit immédiatement en
utilisant ’anti-automorphisme z — —z. Dans le cas ou F n’est pas une algebre
de Boole, les deux affaiblissements naturels de la définition ci-dessus ne sont pas
équivalents—uoir 'Exercice 4.4.

LEMME 4.1. Soit B une algébre de Boole complete, soient a € B et X C B.
Alors les lois de distributivité infinie suivantes sont valides:

a/\\/X:\/(a/\X)7
a\//\X:/\(a\/X)

(ot Uon pose naturellement aN X = {aAz |z € X} etavVX ={aVa]|zecX}.)
Idem dans le cas ot B est o-compléte et X est dénombrable.

(voir a ce sujet les Exercices 2.4 et 2.20).

PREUVE. Prouvons par exemple la premiere égalité, dans le cas ou B est
complete. Posons donc b = \V X et ¢ = \/(a A X). Pour tout € X, I'inégalité
x < b a lieu, donc également a Ax < a Ab; donc ¢ = \/(a A X) < aAb. Réciproque-
ment, pour tout x € X, l'inégalité a A = < c est satisfaite, ce qui est équivalent a
x < -aVc; par suite, b=\ X <-aVe, dotaAb<c Ainsi, a Ab=c. Le reste
s’obtient de fagon similaire, ou par dualité. [

49
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Un exemple treés simple d’algebre de Boole complete est celui des PB(X), pour
tout ensemble X (voir les Exercices 4.1 et 4.2)—on parle alors d’algebre de Boole
atomique compléte. Un autre exemple, nettement moins trivial mais fondamental,
est celui que nous allons décrire a présent.

LEMME 4.2. Soit X un espace topologique. Alors le treillis des ouverts de X
est un treillis complet pseudo-complémenté.

PREUVE. Soit X le treillis des ouverts de X. Toute réunion d’éléments de X
appartient & X, donc X est un treillis complet. Si (U;);ecs est une famille d’ouverts
de X, alors sa borne supérieure et sa borne inférieure sont données, respectivement,

par

el 1€l
Aw:mﬂw
el el

Si U est un ouvert de X, alors un ouvert V de X est disjoint de U si et seulement
si il est disjoint de 'adhérence ClU de U, si et seulement si V' C CCIU. En
particulier, X est pseudo-complémenté, et le pseudo-complément de U est donné
par 'expression suivante:

Ut =_CcClu. O
Il est alors intéressant de calculer U* = U+ (en utilisant de nouveau les
notations du Chapitre 3):
U* = ULL
=(Ccitciu
=CCInt C1U
= Int C1U.

DEFINITION. Soit X un espace topologique. Un ouvert U de X est régulier,
quand il est un élément fermé du treillis pseudo-complémenté des ouverts de X.

Les ouverts réguliers de X sont donc les ouverts U de X tels que U = Int C1U.
Par le Lemme 3.6, ce sont aussi les ouverts de X de la forme Int C1U, ou U est un
ouvert (arbitraire) de X.

Notons que conformément a la terminologie, tout ouvert régulier de X est
tout d’abord un ouwwvert! Un exemple typique d’ouvert non régulier, par exemple
pour X = R muni de sa topologie usuelle, est U = ]0, 1{ U ]1, 2[—on a alors
IntClU =0, 2[ £ U.

THEOREME 4.3. Soit X un espace topologique. Alors I’ensemble B des ouverts
réguliers de X, muni de l'inclusion, est une algébre de Boole compléte, dans laquelle
Uinf et le sup des paires d’éléments sont donnés respectivement par

UANV =UNY, (4.1)
UVV =IntC(UUV)

et ou la négation est donnée par

-U =CClU. (4.3)
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PREUVE. L’assertion que B est une algebre de Boole résulte immédiatement
du Théoreme 3.8. L’assertion que B est complete résulte immédiatement de la
Proposition 3.12.

Les expressions (4.1), (4.2), et (4.3) résultent immédiatement de la Proposi-
tion 3.9(b). O

La borne supérieure et la borne inférieure d’une famille quelconque (U;);er
d’ouvert réguliers de X sont respectivement données par les formules suivantes:

VUi =mta| v,

el el
Am:mmﬂm
el iel

En fait, il se trouve que toute algebre de Boole compleéte est isomorphe a I’al-
gebre de Boole des ouverts réguliers d’un certain espace topologique—cependant,
comme nous allons le voir, d’un espace topologique de la pire espéce. . .

DEFINITION-NOTATION. Soit (P, <) un ensemble préordonné (i.e., < est une
relation binaire réflexive et transitive sur P). Pour toute partie X de P, notons

| X={peP|[(FzeX)p<z)}
1 X={peP|(FzxeX)(p>a)}

(nous noterons | p X ou 1p X sile contexte n’est pas clair). Nous dirons que X est
un segment initial (resp., segment final) de P quand X = | X (resp., X = 1X).
Si X est un singleton {x}, nous noterons sowvent | x (resp., Tx) au lieu de |{z}

(resp., T{x}).

Il est immédiat que ’ensemble des segments initiaux (resp., finaux) de X est
stable par réunions et intersections arbitraires, et a @ et P pour éléments. Par
suite, ce sont a fortiori des topologies:

DEFINITION. Soit (P, <) un ensemble préordonné. La topologie gauche (resp.,
la topologie droite) sur P est la topologie dont les ouverts sont les segments initiaux
(resp., finaux) de P.

Ces topologies sont rarement séparées, mais elles ont la propriété étrange que
toute intersection (finie ou pas) d’ouverts est un ouvert, ce qui est bien inhab-
ituel. .. ; en fait, ceci caractérise les topologies gauches (ou droites) sur un ensemble
préordonné (voir I’Exercice 4.6).

DEFINITION-NOTATION. Soit (P, <) un ensemble préordonné. Pour tous p et
q dans P, on dit que p et q sont compatibles, et on note p |p ¢, quand il existe
r e P tel quer < petr <gq. Sinon, on dit que p et q sont incompatibles, et on
note p Lp q.

Si le contexte est clair, nous noterons juste p | g oup L q.

DEFINITION. Soit P un sous-ensemble d’un ensemble préordonné Q. On dit
que P est

— cofinal dans @, quand (Vg € @Q)(3p € P)(

q < p);
— coinitial dans @, quand (Vg € Q)(3p € P)(

<p
p<q).
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On dit parfois (surtout en théorie du forcing) dense au lieu de coinitial.
Le Théoréme suivant permet de construire toutes les algebres de Boole completes.
Il est également a la base de la théorie du forcing.

THEOREME 4.4. Soit (P, <) un ensemble préordonné. Alors il existe une alge-
bre de Boole compléte B et une application e: P — B\{0} satisfaisant les conditions
susvantes:

(i) e est croissante;
(ii) e est “équicompatible”,; i.e.,

(Vp.q € P)(plp g <= elp) Ne(q) # 0);
(iii) L’image de e est coinitiale dans B\ {0}.

De plus, le couple (e, B) est unique & isomorphisme pres.

PREUVE. Munissons P de sa topologie gauche, et soit B 'algebre de Boole
complete des ouverts réguliers de P pour cette topologie (on utilise ici le Théore-
me 4.3). Puis on définit e: P — B en posant, pour tout p € P, e(p) = Int C1(| p).
Ainsi, e(p) est un ouvert régulier de P, donc a fortiori une partie de P, et il est
donc naturel de savoir quels sont ses éléments:

Farr 1. Pour tous p et q dans P,
peelq) — (Vr<p)(r|q).

PREUVE DU FAIT. 1l est facile de vérifier directement que pour toute partie X
de P, les égalités suivantes ont lieu:

ImtX ={peP||pCX}
ClX={peP|(FTreX)(z<p}=1X

(voir a ce sujet 'Exercice 4.5). Par suite, pour tous p et g dans P, p € e(q) si et
seulement si | p C Cl(] q), si et seulement si pour tout r < p, il existe s € | g tel
que r > s, les deux derniéres conditions signifiant que r | g. O Fait 1.

Notons qu’en particulier, p € e(p), donc e(p) # &, et e est donc bien une
application de P vers B\ {@}. Il en résulte également de facon immédiate que e
est croissante, i.e., p < ¢ implique e(p) C e(q). Par suite, si p | ¢, alors il existe
r € P tel que r < p et r < g, et par suite, e étant croissante, e(p) N e(q) contient
e(r), et est donc non vide. Réciproquement, supposons que e(p) Ne(q) # &. Soit
donc 7 € e(p) Ne(q). Puisque r € e(p), r et p sont compatibles (en utilisant le Fait
1), d’ou lexistence de s € P tel que s < r et s < p; puisque e(g) est un segment
initial de (P, <) et s < r € e(q), s appartient & e(q), et donc s | ¢, d’our I'existence
det € Ptel quet < sett< g parsuite, t < pett<gq,doncp|g. Nous avons
ainsi montré le point (ii).

Enfin, pour tout U € B\ {@}, soit p € U; alors, U étant ouvert (i.e., U est un
segment initial de P), | p C U, et, par suite,

e(p) =IntCl(lp) CInt C1U = U.

Ainsi, I'image de e est coinitiale dans B\ {@}. Ceci prouve la partie “existence”.
Voyons maintenant la partie “unicité”. Soient donc e: P — B\ {0p} et

e': P — B\ {0p/} satisfaisant les conditions de 1’énoncé. Nous allons constru-

ire deux homomorphismes d’algebre de Boole ¢: B — B’ et 9: B’ — B, inverses
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l'un de lautre (donc ce seront des isomorphismes), tels que ¢ o e = ¢’. Définissons
donc une application ¢ de B vers B’ par la regle suivante:

\/{e )| p € P etelp) <u}.
Nous aurons besoin du Fait suivant:

FAIT 2. Pour tout p € P et tout u € B, Uimplication e(p) < u < €' (p) < ¢(u)
a lieu.

PREUVE DU FAIT. L’implication directe résulte immédiatement de la défini-
tion de ¢. Réciproquement, supposons €'(p) < ¢(u). Raisonnons par 1’absurde,
en supposant que e(p) £ u, ce qui peut encore s’écrire e(p) A —u # 0. Puisque
limage de e est coinitiale dans B\ {0}, il existe p’ € P tel que e(p’) < e(p) A —u.
Puisque e(p’) < e(p) Ae(p’), 'inégalité e(p) A e(p') # 0 est satisfaite, d’ol1, puisque
e est équicompatible, p | p’, il existe donc ¢ € P tel que ¢ < p et ¢ < p’. Puisque
q < p', Végalité e(q) A u = 0 est satisfaite. Puisque ¢ < p, 1’égalité €'(q) < €'(p) <
o(u) = \V{e'(r) | e(r) < u} est satisfaite, donc, par le Lemme 4.1, il existe r € P
tel que e(r) < w et €'(q) Ae'(r) # 0. Puisque €’ est équicompatible, ¢ | r, donc
il existe s € P tel que s < g et s < r. Puisque s < ¢, I'égalité e(s) Au = 0
est satisfaite. Puisque s < r, l'inégalité e(s) < e(r) < u est satisfaite; d’ot une
contradiction. O Fait 2.

Fa1T 3. Pour tout u € B,
u—\/{e |p € P ete(p) <u}.

PREUVE DU FAIT. Posons v/ = \/{e(p) | p € P et e(p) < u}. Il est clair que
u > u'. Supposons que u > u’. Donc uA—u' # 0, il existe donc, puisque 'image de
e est coinitiale dans B \ {0}, p € P tel que e(p) < u A —~u'. Mais puisque e(p) < u,
linégalité e(p) < ' est satisfaite, par définition de u', d’ou une contradiction
puisque e(p) Au' = 0. O Fait 3.

On peut alors aussi définir de fagon similaire une application v de B’ vers B
en posant

\/{e |p € Pete(p) <wv}

Pour tout u € B,

= \/{e() < p(u)}
= \/{e ) < u} par le Fait 2
par le Fait 3.

Ainsi, ¥ o ¢ = idg. On aurait montré de la méme facon que ¢ o ¢ = idp:. Ainsi,
@ et 1 sont deux bijections, inverses 'une de l'autre. Mais il est clair que ¢ et
1) sont croissantes: par suite, ce sont des isomorphismes d’ensembles ordonnés,
donc, I'inf, le sup, 0 et 1 étant définissables en fonction de 'ordre, ¢ et ¥ sont des
isomorphismes d’algebres de Boole.

Il reste & vérifier que p o e = ¢’. Soit donc p € P. Posons u = e(p). On
a e(p) < u, donc, par définition de ¢, €'(p) < p(u). Ainsi, ¢/ < poe, dol, en
composant avec I'application croissante v, ®p oe’ < 1) o poe = e. De méme, on
aurait montré ¢ o e < ¢’. Puisque ¢’ < @ o e, on obtient ¢/ = poe. O
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Le couple (e, B)—ou e: P — B, ou, par un abus de langage courant, unique-
ment 'algebre de Boole complete B—sera appelé la complétion de I’ensemble pré-
ordonné (P, <). Plus spécifiquement, c’est donc l’algebre de Boole complete des
ouverts réguliers de P muni de sa topologie gauche. La construction de B a partir
de P est indiquée sur la Figure 4.1.

L’ensemble ordonné P

|D D| |DDD| |D D| |D D[H La complétion de P

FIGURE 4.1. L’opération de complétion d’un ensemble ordonné

En réalité, on devrait représenter des intervalles plutét que des “patates rect-
angulaires”, mais il est malaisé de représenter des intervalles enboités quand il y
en a beaucoup... Dans la Figure 4.1, les petits rectangles représentent les e(p).
Notons que dans cet exemple, I’application e est injective. Il est a noter que, bien
que e soit souvent appelé “le plongement canonique de P dans son complété”, e
n’est en fait pas un plongement au sens usuel—e peut ne pas étre injective, voir
I’Exercice 4.11.

Nous allons a présent voir en particulier ce qui se produit lorsque P est une
algebre de Boole privée de son élément nul:

THEOREME 4.5. Soit B une algébre de Boole. Munissons P = B\ {0p} de
Vordre induit, et soit e: P — B la complétion de P; on prolonge naturellement e
en une application de B vers B en posant e(0p) = 05. Alors l’application e ainsi
obtenue est un homomorphisme injectif d’algebres de Boole.

Ainsi, d’apres ce Théoreme, toute algébre de Boole se plonge dans une alge-
bre de Boole compléte. Notons qu’il n’y a pas unicité (loin de 1a!) de lalgebre
de Boole complete d’arrivée, méme si 'on impose a B de I’engendrer comme al-
gebre de Boole complete. Cependant, celle qui est donnée par le Théoreme 4.5
est treés particuliere—c’est la seule (& isomorphisme pres) pour laquelle 'image de
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B\ {0p} soit coinitiale parmi les éléments non nuls—nous Pappellerons également
la complétion de B.

PREUVE. Par définition, e(0g) = 05. De plus, par définition de e,
e(lp) = Int Cl (l 1p) =IntCl1P =P =153.
P

Montrons maintenant que e est un homomorphisme pour A. Soient donc u et v
dans B. Puisque e est évidemment croissante, e(u A v) < e(u) Ae(v). Siu=0p
ou v = 0p, ’égalité est immédiate. Supposons donc que u et v sont tous deux non
nuls (i.e., dans P). Si u Av = 0p, alors u Lp v, done, e étant équicompatible,
e(u) A e(v) = 0z et on a de nouveau égalité. Supposons donc finalement que u,
v, et u A v appartiennent & P, et supposons que e(u A v) < e(u) A e(v); par suite,
w = e(u) Ae(v) A—e(uAv) est non nul, et, 'image de e étant coinitiale dans B\ {05},
il existe p € P tel que e(p) < w. Puisque e(p) < e(u), p et u sont compatibles,
il existe donc ¢ € P tel que ¢ < p et ¢ < u. Donc e(q) < e(p) < e(v), il existe
donc r < ¢ dans P tel que r < v. Par suite, 7 < u A v, d’olt e(r) < e(u Av). Mais
e(r) < e(p) <w, donc e(r) Ae(uAv) = 0z, une contradiction puisque e(uAv) # 0.

Montrons maintenant que e est un homomorphisme pour V. Soient donc u, v
dans B, montrons que e(uVv) = e(u) Ve(v). Clest immédiat si u = 0 ou v = 0p.
Supposons donc que u € P et v € P. L’application e étant croissante, e(u) Ve(v) <
e(uVv). Supposons que I’égalité n’ait pas lieu, et soit w = e(uVv) A=(e(u) Ve(v)).
Puisque I'image de e est coinitiale dans B\ {03}, il existe p € P tel que e(p) < w.
Par suite, e(p) < e(u V v) et il existe donc ¢ < p dans P tel que ¢ < uVwv. On a
alors

e(g A u) < e(q) Ae(u) < e(p) A (e(w) V e(v)) < w A (eu) V e(v)) = 0,
donc g A u = 0p, et, de fagon similaire, g Av = 0. Mais ¢ < uV v et B est un
treillis distributif, donc ¢ = ¢ A (uV v) = (¢ Au) V (¢ Av) = 0p, contradiction.

Nous avons donc montré que e est un homomorphisme de treillis bornés. C’est
donc également un homomorphisme d’algebres de Boole (si u € B, alors e(u) A
e(—u) =e(uh—u)=e(0p) =0z, et e(u) Ve(-u)=e(uV-u)=e(lg) =1z, donc
e(—u) = —e(uw)).

Montrons enfin que e est injectif. Puisque e est un homomorphisme d’algebres
de Boole, il suffit, d’apres la Proposition 2.7(e), de montrer que Ker f = {0p}.
Mais ceci est immédiat: si p € B\ {0g}, i.e., p € P, alors e(p) € B\ {03}. O

Passons maintenant au Théoreme de prolongement de Sikorski.

NOTATION. Soit A une sous-algebre de Boole d’une algebre de Boole B et soit
b € B. Notons A[b] la sous-algebre de Boole de B engendrée par AU {b}, i.e., la
plus petite (pour I'inclusion) sous-algebre de Boole de B qui contient A U {b}.

LEMME 4.6. Dans le contexte ci-dessus,
APl ={(z Ab)V (yA-d) | z,y € A}.

PREUVE. Pour tous z et y dans A, posons [z,y] = (x Ab) V (y A —b). 1l est
clair que toute sous-algebre de Boole de B contenant AU {b} contient tous les [z, y]
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(z,y € A). Réciproquement, il est facile de vérifier que pour tous xg, =1, Yo, Y1
dans A,

[z0,Yo] A [z1,91] = [T0 A 21,90 Ay,
[xOvyO} V [l'lvyl} = [fL'() \% Z1,Yo0 V yl]a
=[x0, Y] = [=70, W0,

donc 'ensemble A’ de tous les [z,y] ol z,y € A est stable par A, V, et . Il contient
évidemment A (donc 0 et 1), {b} (car b = [1,0]) et donc A[b]. Ainsi, A’ = A[p]. O

Dans I’énoncé du Lemme suivant, nous adoptons la convention de notation
suivante: si X et Y sont deux sous-ensembles d’'un ensemble ordonné donné P,
alors X <Y sera une abréviation de (V(z,y) € X xY)(z <y). Si X = {z} (resp.,
Y = {y}), alors nous noterons z <Y (resp., X <y).

LEMME 4.7. Soient A, B, et E des algébres de Boole, soit b € B; on suppose
que B = A[b] (en particulier, noter que A C B). Soit de plus f: A — E un
homomorphisme d’algébres de Boole et soit § € E. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) f se prolonge en un homomorphisme d’algébres de Boole g: A[b] — E tel

que g(b) = f;
(i) {f(x) |z eAetx<b}<B<{f(x)|z €A etz>0b}

PREUVE. (i)=(ii) Pour tout « € A tel que & < b, 'égalité f(z) = g(z) <
g(b) = [ est satisfaite. De facon similaire, si x € A et x > b, alors f(z) > 3.

(ii)=(i) Pour tous z, y, et z dans une algebre de Boole donnée, notons [z, y], =
(xA2)V(yA—z). L'idée est d’essayer de définir g en envoyant [z, y]p sur [f(x), f(y)]s-
L’un des problemes est que [f(z), f(y)]3 peut ne pas dépendre uniquement de [x, y]p.
Soient donc p: A x A — B et g: A x A — E définies par p(z,y) = [z,y]p et
q(z,y) = [f(z), f(y)]3- Munissons A x A de sa structure d’algebre de Boole produit.

Farr 1. Les applications p et q sont des homomorphisme d’algébres de Boole.

PREUVE DU FAIT. Vérification immédiate (et en fait, nous ’avons déja montré
dans le Lemme 4.6!). O Fait 1.

Farr 2. Kerp C Kerg.

PREUVE DU FAIT. Soit (z,y) € A x A tel que p(x,y) = 0, i.e., [x,y], = 0.
Par suite, z Ab = yA-b = 0, dou b < -z et y < b; par hypothése sur (3,
8 < f(-x) = —f(x) et f(y) < B, donc, en “retournant” largument précédent,
f@)nB=fly) A=p=0,dou [f(z), f(y)s = 0. 0 Fait 2.

En identifiant comme au Chapitre 2 les algebres de Boole aux anneaux de
Boole (et donc en raisonnant comme en théorie de anneaux), on en déduit d’apres
les Théorémes généraux sur les anneaux (et puisque p est surjectif) qu’il existe
un unique homomorphisme d’algebres de Boole g: B — E tel que gop = gq, i.e.,
pour tous z et y dans A, I'égalité g([z,y]s) = [f(x), f(y)]s est satisfaite. Par suite
g(b) = g([1,0]y) = [1,0]p = B, et pour tout © € A, on a g(z) = g([z,z]p) =
[f(z), f(z)]p = f(z). Donc g satisfait les conditions demandées. O

THEOREME 4.8 (Théoréme de prolongement de Sikorski). Toute algébre de
Boole compleéte est injective, i.e., si E est une algébre de Boole compléte et si A
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est une sous-algébre de Boole d’une algébre de Boole B, alors tout homomorphisme
d’algébres de Boole de A vers E se prolonge en un homomorphisme d’algébres de
Boole de B vers E.

PREUVE. Soit f: A — E un homomorphisme d’algébres de Boole. On montre
d’abord que pour tout b € B, f se prolonge en un homomorphisme d’algebres de
Boole de A[b] vers E. Posons U ={x € Az <bletV ={yec A|y > b}
Pour tout € U et tout y € V, les inégalités x < b < y sont satisfaites, donc
x <y, dou f(x) < f(y); par suite, f[U] < f[V]. Soit 5=\ f|U] (existe car E est
compléte). Alors f[U] < 8 < f[V], donc, par le Lemme 4.7, f se prolonge en un
homomorphisme d’algebres de Boole g: A[b] — E (en prime tel que g(b) = f3).

Dans le cas général, soit € I'’ensemble de tous les homomorphismes d’algebres
de Boole g: C — E avec AC C C Bet f Cg. Alors € est non vide (f appartient
a &), et (€,Q) est inductif (si € est une chaine de (€, C), alors |JC appartient
a & et majore C). Par le Lemme de Zorn, (€,C) admet un élément maximal,
disons g: C — E. Supposons que C # B, et soit alors b € B\ C. D’apres la
premiere partie de la preuve, g se prolonge en un homomorphisme d’algebres de
Boole h: C[b] — E; mais ceci contredit la maximalité de g. Par suite, C = B et
donc g est un homomorphisme d’algebres de Boole de B vers E prolongeant f. [

A partir du Théoreme 4.5, nous pouvons alors caractériser les algebres de Boole
completes:

COROLLAIRE 4.9. Soit E une algébre de Boole. Alors E est compléte si et
seulement si elle est injective, i.e., pour toute sous-algebre de Boole A d’une algébre
de Boole B, tout homomorphisme d’algebres de Boole de A vers E se prolonge en
un homomorphisme d’algébres de Boole de B vers E.

PREUVE. Nous venons de voir dans le Théoreme 4.8 que toute algebre de Boole
complete est injective. Réciproquement, soit E une algebre de Boole injective. Par
le Théoreme 4.5, E se plonge dans une algebre de Boole complete B. Puisque FE
est injective, l'identité de E se prolonge en un homomorphisme d’algebres de Boole
m: B — E. Notons que 7 est une rétraction de B sur E, i.e., m|p = idg. Si X est
une partie de F, il est alors facile de vérifier que m(\/ X) est la borne supérieure
de X dans E. Donc F est complete. (I

DEFINITION. Soit A une sous-algeébre de Boole d’une algeébre de Boole B. On
dit que A est un rétracte de B quand il existe un homomorphisme d’algebres de
Boole 7: B — A (que 'on appelle alors une rétraction) tel que w4 =ida.

COROLLAIRE 4.10. Soit E une algebre de Boole. Alors E est compléte si et
seulement si elle est [isomorphe & un] rétracte de PB(S) pour un certain ensemble S.

PREUVE. Si F est un rétracte de PB(S) pour un certain ensemble S, alors,
puisque PB(S) est complete, le raisonnement final de la preuve du Corollaire 4.9
montre directement que E est complete. Réciproquement, supposons que E soit
complete. Soit S l'espace de Stone de E, et soit ¢: E — Clop S l'isomorphisme
naturel (donné dans le Théoreme 2.19(a)). Puisque E est injective, Clop S est
également injective, donc, par le raisonnement de la preuve du Corollaire 4.9, Clop S
est un rétracte de PB(S), d’ot la conclusion puisque F est isomorphe & Clop S. O
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Exercices du Chapitre 4

EXERCICE 4.1. Soit B une algebre de Boole. Un élément non nul a de B est
un atome de B quand tout élément = de B tel que 0 < x < a est égal soit a 0, soit
aa.

(a) Montrer que pour tout ensemble X, les atomes de PB(X) sont exactement les
singletons {z} ou z € X.

(b) Soit B la sous-algebre de Boole de P(Q) engendrée par les intervalles de Q &
extrémités rationnelles (donc B est I'algebre des réunions finies d’intervalles de
Q), et soit J I'idéal des parties finies de Q. Montrer que B/J n’a pas d’atomes.

(c) On dit qu’une algebre de Boole B est atomique quand tout élément non nul de
B majore un atome de B. Montrer que si B est complete, alors les conditions
suivantes sont équivalentes:

(i) B est atomique;
(ii) La borne supérieure de l’ensemble des atomes de B est égale a 1;
(iii) B est isomorphe & (X) pour un certain ensemble X.

EXERCICE 4.2. * Montrer qu’une algebre de Boole compleéte B est isomor-
phe & JPB(X) pour un certain ensemble X si et seulement si elle est complétement
distributive, i.e., pour toute famille (X;);c; de parties de B, I'identité

AVXi= VA

i€l rell,., X:

est satisfaite (voir ’'Exercice 2.12, mais noter que I et les X; peuvent étre infinis).
Indication: Noter que I'inégalité

AVxi= '\ Al

i€l fell,., X

est toujours satisfaite. Dans le cas o B = PB(X), établir directement I'inégalité
réciproque.

Réciproquement, supposons B complétement distributive. Appliquer l'identité
de distributivité complete a

1= /\(:v\/ﬁw),

zEB

\/ (/\X/\—\\/(B\X)) — 1.

XCB

pour en déduire que

D’apres le (c¢) de 'Exercice 4.1, il suffit donc de montrer que pour toute partie X
de B, ux = AX A=\(B\ X) est soit nul soit un atome de B. Posons a = A X et
b=V (B\ X). Montrer que si 0 < u < ux, alors u appartient & X; en déduire que
ux € X, puis que u et ux sont tous deux < u A uyx, puis que u = uyx. Conclure.

EXERCICE 4.3. Montrer que [0, 1] muni de son ordre naturel est un treillis
complet completement distributif (voir 'Exercice 4.2 pour la définition).

EXERCICE 4.4. On considere I’ensemble ordonné E dont la représentation in-

tuitive est la suivante:

w1 w
Y,
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(Rappelons que w est le premier ordinal infini et que w; est le premier ordinal non
dénombrable). Une définition plus rigoureuse de E est la suivante: on pose

E={(a,0) |]a€w}U{(n,1)|ne€w},

lordre sur F étant défini par x < y si et seulement si 'on se trouve dans I'un des
cas suivants:
a::(a70), y:(ﬁao)a a<ﬁ;
x=(m,1), y=(n,1), m>n (ceci n’est pas une faute de frappe);
z=(a,0), y=(m1).

Montrer que E est un ensemble totalement ordonné (donc a fortiori un treillis) et
que toute partie dénombrable de F admet une borne supérieure, mais que cepen-
dant, E/ a une partie dénombrable qui n’admet pas de borne inférieure.

EXERCICE 4.5. Soit (P, <) un ensemble préordonné.

(a) Quand la topologie gauche sur P est-elle séparée?

(b) Montrer qu’'une partie de P est fermée pour la topologie gauche si et seulement
si elle est ouverte pour la topologie droite. Quand la topologie gauche est-elle
connerxe? La connexité de la topologie gauche est-elle équivalente & la connexité
de la topologie droite?

(¢) Montrer que la topologie gauche est Ty (i.e., pour tous points p # ¢, il existe un
ouvert U tel que soit p € U et ¢ ¢ U, soit p ¢ U et g € U) si et seulement si <
est antisymétrique, i.e., si et seulement si c’est une relation d’ordre.

EXERCICE 4.6. Soit E un espace topologique dans lequel toute intersection
d’ouverts est un ouvert. Montrer que la topologie de E est la topologie gauche d’un
certain préordre sur E. (Indication: pour tout x € E, montrer qu’il existe un
plus petit voisinage ouvert de x, que nous noterons N(z); montrer que l'on peut
définir un préordre < sur E en posant < y < x € N(y); montrer qu'une partie
U de F est un ouvert de E si et seulement si U est un segment initial pour <.)

EXERCICE 4.7. * Soit X un espace topologique. Une partie A de X est dite
rare quand Int Cl A = @, maigre quand il existe une suite (A, ),ecn de parties rares
de X telles que A = |J,,cjy An- On dit que X est un espace de Baire quand toute
partie maigre de X est d’intérieur vide.

(a) Montrer que I’ensemble des parties rares de X est un idéal de PB(X) (i.e., T est
rare, toute réunion finie de parties rares est rare et toute partie d’une partie rare
est rare). Montrer que X lui-méme est rare si et seulement si il est vide.

(b) En déduire que I'ensemble M(X) des parties maigres de X est un o-idéal de
P(X), i.e., un idéal de P(X) tel que pour toute suite (A, )neny d’éléments de
M(X), la réunion | J,, .y An appartient & M(X).

(¢) Montrer que Q est maigre (“dans lui-méme”, i.e., considéré comme partie de
lui-méme—muni de sa topologie naturelle).

(d) * Supposons que X soit un espace “métrisable complet”—i.e., il existe une
distance d sur X définissant la topologie pour laquelle (X,d) soit un espace
métrique complet. Montrer que X est un espace de Baire. (C’est le “Théoréme
de Baire”—uvoir par exemple [Oxto]. Indication: il s’agit de montrer que si
(Un)nen est une suite d’ouverts denses de X et U est un ouvert non vide de X,
alors [,,en Un NU # @. On peut supposer sans perte de généralité que (Uy, )nen
est décroissante. Construire par récurrence une suite décroissante (By,)nen de
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boules fermées de rayon tendant vers 0 quand n tend vers l'infini, telle que pour
tout n, B, C U, NU; remarquer, en utilisant la complétude, que [, o Bn # 9).
(e) * Montrer (par une méthode similaire & la question précédente) que tout espace
topologique localement compact est un espace de Baire.
(f) On dit qu'une partie Y de X a la propriété de Baire quand il existe un ouvert
U de X tel que Y A U soit maigre. Montrer que pour tout ouvert U, C1U \ U
est rare; en déduire que

B(X)={Y C X |Y a la propriété de Baire}

est une sous-algebre de Boole de B(X), stable par réunion et intersection dé-
nombrable (donc o-compléte). Noter que B(X) est la sous-algébre de Boole de
P(X) engendrée par la réunion de I’ensemble des ouverts de X et de I’ensemble
des parties maigres de X.

(g) Soit X un espace de Baire. Montrer que pour tous ouverts U et V de X, si
U AV est maigre, alors C1U = ClV. En déduire que pour tout élément Y de
B(X), il existe un seul ouvert régulier U de X tel que Y A U soit maigre.

(h) Montrer que 'application Y +— U précédente définit un isomorphisme de B(X)/M(X)
sur l'algebre de Boole des ouverts réguliers de X (par suite, B(X)/M(X) est une
algebre de Boole compléte!).

EXERCICE 4.8. Soit B une algebre de Boole. Une antichaine de B est, par
définition, une partie W de B telle que pour tous w, v dans W tels que u # v,
I’égalité u A v =0 a lieu.

(a) Montrer (en utilisant le Lemme de Zorn) que pour toute partie X de B, il existe
une “antichaine maximale de X”, i.e., une partie W de X qui soit une antichaine
de B telle que pour toute antichaine W’ de B contenue dans X, W C W’ entraine
W =w'.

(b) Soit X un segment initial de B et soit W une antichaine maximale de X. Montrer
que W et X ont méme ensemble de majorants. (Indication: soit ¢ un majorant
de W et soit x € X; supposons que x £ a. En notant que x A —a appartient &
X et en utilisant la maximalité de W, montrer qu’il existe un élément y de W
tel que y A (x A —a) # 0; en déduire une contradiction).

(¢) On dit que B est dénombrablement saturée (ou o-saturée) quand toute an-
tichaine de B est [au plus] dénombrable. Montrer que si B est o-compléte et
o-saturée, alors B est complete (on pourra pour cela utiliser le résultat de la
question précédente).

EXERCICE 4.9. Soit B une algebre de Boole o-compléte. Une sous-o-algebre
de B est, par définition, une sous-algebre de Boole de B qui est stable par 'opération
de borne supérieure dénombrable.

(a) Montrer que si A est une sous-o-algébre de B, alors A est elle-méme une algebre
de Boole o-complete.

(b) * On note traditionnellement SN ’espace de Stone de P(N) (c’est donc Pespace
des ultrafiltres sur N). On pose B = P(ON) (donc B est compléte) et A =
Clop(pN). Montrer que A est une algebre de Boole compléte (utiliser le Thé-
oreme 2.19). Montrer que cependant, A n’est pas une sous-c-algébre de B.
(Indication: pour tout n € N, posons a,, = {n} et soit ¢ I"isomorphisme naturel
de PB(N) sur A donné par le Théoreme 2.19. Montrer que |J, oy ¢(an) € A.)

(¢) Montrer que pour tout espace topologique X, il existe une plus petite sous-o-
algebre de X contenant ’ensemble des ouverts de X—on 'appelle la o-algebre
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des boréliens de X. Supposons que tout singleton de X soit borélien qu’il existe
une partie non borélienne de X; montrer que la g-algebre des boréliens de X
n’est pas complete.

Montrer que toute partie de Q est borélienne.

* (demande des connaissances de théorie des ensembles) Montrer qu’il existe
une partie non borélienne de R. (Indication: on obtient tous les boréliens en
partant des intervalles ouverts, puis en prenant toutes les réunions dénombrables
et complémentaires que ’on peut—ce processus prend w; étapes. Montrer que
l'on obtient ainsi 2% boréliens, et remarquer qu’il existe 2" parties de R.
On peut méme rendre cette preuve constructive, en construisant par récurrence
transfinie une surjection “naturelle” d’une certaine partie de NN—1’ensemble des
“codes boréliens”—sur ’ensemble des boréliens de R.)

EXERCICE 4.10 (Utilise le résultat de 'Exercice 4.8). Soit A la mesure de Le-

besgue sur R. Soit B l'algebre de Boole des parties A-mesurables de R et soit N
I'idéal des parties de [A-] mesure nulle de R. Montrer que B/J est o-saturée (on
pourra exprimer R comme réunion dénombrable d’intervalles bornés). En déduire
que B/J est complete (et pas seulement o-complete!). Généraliser.

(a)

(b)

(b)

EXERCICE 4.11. Soit (P, <) un ensemble ordonné, soit e: P — B sa complétion.
Montrer que pour tous éléments p et g de P,

e(p) < elq) <= (vr <p)(r | q).
Montrer que e est un plongement d’ensembles ordonnés (i.e., e(p) < e(q) si et
seulement si p < ) si et seulement si il satisfait

(Vp.a)(p £ g = (3r <p)(r L q))
—on dit que (P, <) est séparatif.
Soit S un ensemble ayant au moins deux éléments; montrer que ’ensemble des
suites finies d’éléments de S, muni de l'inclusion inverse (i.e., p < g si et seule-
ment si le domaine de ¢ est un segment initial du domaine de p et la restriction
de p au domaine de ¢ est égale & ¢) est séparatif.
On pose p IF ¢ (se lit “p force ¢”) si et seulement si e(p) < e(q), et p ~ ¢ si et
seulement si p IF ¢ et ¢ IF p. Montrer que IF est une relation de préordre sur P,
que ~ est une relation d’équivalence sur P et que ’ensemble ordonné quotient
(P,IF)/ ~ est séparatif (on 'appelle naturellement le quotient séparatif de P).
Supposons en outre que P est filtrant décroissant, i.e., pour tous p et ¢ dans P,
il existe r dans P tel que r < p et r < ¢. Montrer que e(p) = e(q) pour tous p
et ¢ dans P. En particulier, si (P, <) est totalement ordonné et non réduit & un
point, on obtient que e n’est pas injective.

EXERCICE 4.12.

Soit B une algebre de Boole et soit X une partie coinitiale de B\ {0}. Montrer
que la borne supérieure de X dans B est égale & 15 (on pourra raisonner par
Pabsurde).

Soit (P, <) un ensemble préordonné, soit e: P — B sa complétion. Montrer que
la borne supérieure de I'image de e dans B est égale a 15.

EXERCICE 4.13. * Munissons X = {0, 1}" de la topologie produit de la topolo-

gie discrete sur {0,1} (on dira sa “topologie naturelle”); cette topologie est donc
compacte. Soit B lalgebre de Boole complete des ouverts réguliers de X. Soit
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maintenant P Pensemble des fonctions p: n — {0,1} (ot l'on identifie comme
d’habitude n a {0,1,...,n —1}) ot n décrit N (i.e., P = [J, 510, 1}"), ordonné
par inclusion inverse (on pose donc p < ¢ < ¢ C p). Soit enfin e: P — B définie
par

(Vp € P)(e(p) ={z € X | pC z}).
Montrer que (e, B) est une complétion de (P, D).

EXERCICE 4.14. * Soit B une algebre de Boole o-compléte, soit f un auto-
morphisme de B et soit p un ultrafiltre de B. On considere les trois conditions
suivantes:

() £l = p
(ii) (Va € p) (Anez ["(a) €p);
(iii) (Va € p)(3b € p)(b<aet f(b) =0).
Le but de cet exercice est de montrer que (i), (ii), et (iii) sont équivalentes.
(a) Montrer que (ii) implique (iii) et que (iii) implique (i).
Le reste de l'exercice est consacré & montrer que (i) implique (ii). Supposons
donc que (i) ait lieu, i.e., f[p] = p. Pour tous z, y dans B, on pose z\y = x A—y.
Pour tout n € N, on pose a, = Aj_, [¥(a). Puis soient b, c, et d définis
respectivement par

b= \/ (a2n \ a2n+1),

neN

c=\/ (azns1\ az2ns2),
neN

d= )\ f'(a).
neN

(b) Montrer que tous les a,, appartiennent a p.

(¢) Montrer que a=bVcVd, et quebAc=bAd=cAd=0.

(d) Montrer que pour tout n € N, 'inégalité f(a,\an+1) > anr1\anto est satisfaite.
(e) En déduire que f(b) > cet f(c) V (ag \ a1) > b.

(f) En déduire que b € p si et seulement si ¢ € p. En utilisant (¢), en déduire que
d € p.

(g) Conclure que (ii) est satisfaite.

EXERCICE 4.15. Soit B une algebre de Boole compléete et soit f un automor-
phisme de B.

(a) Montrer que f préserve les infs et sups infinis.
(b) En déduire, en utilisant le Lemme de Zorn, que {z € B | f(z) Az = 0} admet
un élément maximal.

EXERCICE 4.16 (Suppose connus les résultats des Exercices 4.14 et 4.15). *
Soit B une algebre de Boole complete, soit f un automorphisme de B et soit p un
ultrafiltre de B tel que f[p] = p. On se propose de montrer qu’il existe un élément
¢ de p tel que (Va < ¢)(f(x) = ). On se fixe un élément a de B qui soit maximal
dans {z € B | f(z) Ax =0} (donné par 'Exercice 4.15). Soit b = =(a V f(a)).

(a) Montrer que b € p.
(b) En déduire, en utilisant I’'Exercice 4.15 qu'il existe ¢ € p tel que ¢ < bet f(c) = c.



EXERCICES DU CHAPITRE 4 63

(¢) Supposons qu'il existe x < ¢ tel que f(x) # x. Soit d = f(z) \ = si f(z) £ =,
d =z \ f(z) sinon. Montrer que d # 0, d < ¢, et f(d) Ad=0.
(d) En déduire, en considérant a V d, une contradiction. Conclure.
e) En déduire le résultat de ’Exercice 1.31.
f) En déduire que si X est l’espace de Stone d’une algébre de Boole compléte (on
dit que X est un espace compact “extrémement discontinu”), alors I’ensemble
des points fixes de tout homéomorphisme de X sur lui-méme est un ouvert-fermé

de X.

EXERCICE 4.17. Montrer que toute algebre de Boole compléte est isomorphe a
sa complétion.

EXERCICE 4.18. Soit E une algebre de Boole. On dit que E satisfait la condition
d’interpolation dénombrable quand pour toutes parties dénombrables X et Y de F
telles que X <Y, il existe z € E tel que X <z <Y.

(a) Montrer que toute algebre de Boole o-complete a la propriété d’interpolation
dénombrable.

(b) Montrer que E a la condition d’interpolation dénombrable si et seulement si
pour toute sous-algebre de Boole d’une algebre de Boole dénombrable B, tout
homomorphisme de A vers E se prolonge en un homomorphisme de B vers E
(on dit que E est “dénombrablement injective”).

(¢) * Soit F le filtre de Fréchet sur N, i.e.,

F={XCN|(@neN)([N\nCX)

Montrer que PB(N)/F (que I'on note souvent P(N)/fin) a la propriété d’inter-
polation dénombrable.

(d) Montrer que B(N)/fin n’est pas o-complete. (Indication: montrer qu’il ex-
iste une suite (X, )nen de parties infinies mutuellement disjointes de N, et que
limage d’une telle suite dans PB(N)/fin n’admet pas de borne supérieure dans
P(N)/ fin).

(e) Montrer qu’il existe une famille (U.),c(o,13¢ de parties infinies de N qui soit
presque disjointe, i.e., pour tous z et 2z’ dans {0, 1} tels que z # 2/, U, NU, est
fini. (On pourra considérer, pour tout z € {0,1}N, A, = {z],, | n € N}, puis se
ramener a N au moyen d’une bijection de I’ensemble des suites finies d’éléments
de {0,1} sur N).

(f) En déduire que PB(N)/fin n’est pas o-saturée (voir la définition dans ’'Exerci-
ce 4.8(c)) (noter que P(N) est, elle, o-saturée).

EXERCICE 4.19. Soit X un espace topologique. On dit que X est extrémement
discontinu quand I'adhérence de tout ouvert de X est un ouvert de X. Montrer
que X est I'espace de Stone d’une algebre de Boole complete si et seulement si il
est compact et extrémement discontinu.

EXERCICE 4.20. Soit I un ensemble indénombrable. Montrer que ’ensemble
B des parties X de I telles que soit X soit I\ X est dénombrable est une sous-o-
algebre de B (1) (voir 'Exercice 4.9); mais que cependant, B n’est pas une algebre
de Boole complete.






CHAPITRE 5

Propriété de raffinement. Semi-groupes, monoides
et groupes ordonnés

Tout d’abord, un rappel de terminologie qui semble en troubler plus d’un!

DEFINITION.

(a) Un semi-groupe est un couple (S, -) tel que S est un ensemble non vide et
- est une loi de composition interne associative sur S

(b) Un monoide est un semi-groupe avec élément neutre, i.e., un triplet (.5, -, 1)
tel que S est un ensemble non vide, - est une loi de composition interne
associative sur S, et 1 est un élément neutre pour - (il est nécessairement
unique).

Dans le contexte ci-dessus, le semi-groupe S est simplifiable quand il satisfait

I’énoncé
(Va,y,2)((z-z2=y-zouz-a=2-y) =>z=y).

Nous utiliserons essentiellement deux notations possibles pour les semi-groupes: la
notation multiplicative (-,1) ci-dessus, et aussi la notation additive (+,0) souvent
plus parlante. Bien que la notation additive soit traditionnellement réservée au cas
commutatif, nous nous permettrons parfois de I'utiliser dans le cas non commutatif;
il existe des précédents, voir par exemple la notation additive pour 'addition (non
commutative) des ordinauzr (1 +w =w # w+1).

Maintenant, ’extension naturelle de ces définitions au cas ordonné:

DEFINITION. Un semi-groupe préordonné est une structure (.5, -, <) telle que
(S, ) est un semi-groupe et < est un préordre [i.e., une relation binaire réflexive et
transitive| sur S qui est compatible avec -, i.e.,

(Va,y,z€S)(z<y=(v-z2<y-zetz-z<z-y)).

Lorsque seule 'implication plus faible 2 <y = z -2 < y -z (resp., x < y =
z-x < z-y) est satisfaite, alors on parle seulement de compatibilité & droite (resp.,
compatibilité & gauche) de < avec -. Cependant, nous ne serons pas par la suite
concernés par cet affaiblissement.

EXEMPLE 5.1. Soit S un semi-groupe quelconque. Alors S est trivialement or-
donné par la relation d’égalité: x < y si et seulement si x = y, et S est grossiérement
préordonné par la relation d’équivalence grossiere S x S (i.e., <gro définie par
x <gro Yy pour tous z et y).

DEFINITION. Un monoide préordonné (resp., un groupe préordonné) est un
monoide (resp., un groupe) muni d’une relation de préordre compatible avec la loi
du monoide (resp., du groupe).

65
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Le plus souvent, nous considérerons des structures ordonnées et pas seulement
préordonnées—cependant, ces dernieéres réussissent a s’infiltrer partout et il ne sera
pas possible de les éviter indéfiniment. . .

EXEMPLE 5.2. Soit (M, +,0,<) un sup-demi-treillis avec 0, i.e., (voir le Cha-
pitre 2) un monoide commutatif dans lequel tout élément est idempotent et muni
de la relation d’ordre < définie par x < y si et seulement si x +y = y. Alors
(M, +,0, <) est un monoide [commutatif] ordonné.

On obtient immédiatement la proposition suivante:

PROPOSITION 5.3. Tout semi-groupe préordonné satisfait l’énoncé
(Vx,x’,y,y')((as <z ety<y)=rz-y<a. y’).

PREUVE. z-y<z-y <z’ -y. O

Passons maintenant a une notation bien commode que nous utiliserons tres
souvent par la suite.

DEFINITION. Soit S un semi-groupe, noté additivement, soient m et n deux
entiers naturels non nuls, soient ag,. .., Gm—1, Do, - -, bp—1 €t ¢;; (1 <m, j < n) des
éléments de S. Nous dirons que le tableau suivant:

bo b1 . bn—1
ao €00 Co1 cee Co,n—1
al C10 C11 ce Cln—1 (51)
Am—1 | Cm—-1,0 | Cm—1,1 | -+- | Cm—1,n—1

est une matrice de raffinement quand

(Vl < m) a; = Z Cij

j<n

(Vj <n) (bj => ) :
<m
Ici, 3 ;. @i est 'élément ag + a1 + - -+ + a1 (dans cet ordre). Dans le contexte
ci-dessus, on dira parfois que (¢;;)i<m; j<n €st un raffinement de (a;)i<m €t (b;)j<n.
Il est & noter que si le tableau (5.1) est une matrice de raffinement et S est
commutatif , alors ), a; =) j<n b;. Evidemment, sans la commutativité de

S, on ne peut arriver a cette conclusion, puisque si S admet un élément neutre 0
et a et b sont des éléments quelconques de S, alors le tableau

bla
al0]a
blbl|0

est une matrice de raffinement, alors que dans le cas non commutatif, on n’a pas
en général a +b=>0+a...
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La définition associée a cette notation est, dans le cas commutatif, classique et
extrémement importante. On peut trés laconiquement et sans trop d’exagération
résumer sa portée en disant que c’est ’analogue dans un cadre tres général de la
décomposition en facteurs premiers en théorie des nombres. Nous ’appellerons ici
la propriété de raffinement, mais elle porte d’autres noms (suivant les auteurs),
comme “propriété de décomposition de Riesz” (qui désignera cependant ici une
autre propriété apparentée) ou “propriété d’interpolation de Riesz”.

DEFINITION. La propriété de raffinement est I’énoncé suivant:

(Vao, ai, bo7 bl) <a0 +a1 =by+ b = (Hi,j<26i]‘) /X\(al = ci0 + i1 et by = co; + Cli)) .

<2

(la notation /X\ est concue pour distinguer la quantification universelle sur
les éléments de la structure, a savoir V, de celle sur des éléments extérieurs a la
structure, comme par exemple les entiers; ainsi, /X\ (1) signifie (p(0) et p(1)); on

i<2
utilise la notation duale \X/ pour la quantification existentielle).

Cela signifie donc que si ag + a1 = by + b1, alors 'on peut former une matrice

de raffinement comme suit:

bo | by

ao | Coo | Co1

ay | C10 | €11

Il est & noter une fois de plus que sans la commutativité, ’hypothese (Vi < 2)(a; =
cio + ¢i1 et by = co; + ¢1;) n'entraine pas en général que ap + a; = by + b;. Cela
conduit & vouloir renforcer cette définition, en imposant par exemple que cg1 +c¢19 =
c19 + cp1. Bien que cette modification paraisse pertinente—les semi-groupes non
commutatifs “usuels” satisfaisant ’ancienne définition satisfont aussi la nouvelle,
et des constructions algébriques plus profondes semblent ne vouloir se généraliser
au cas non commutatif qu’avec la nouvelle définition—nous n’allons pas beaucoup
insister dessus, la premiere définition suffisant amplement & nos besoins ici.

Par ailleurs, la proposition suivante montre que la propriété de raffinement se
généralise naturellement aux sommes de nombres finis arbitraires d’éléments.

PROPOSITION 5.4. Soit S un semi-groupe, noté additivement, satisfaisant la
propriété de raffinement. Alors toutes suites finies (a;)i<m €t (b;)j<n d’éléments

de S telles que 3, a; = >, _, b; admettent un raffinement.

PREUVE. Par récurrence sur m +n. Tout d’abord, c’est trivial pour m = 1 ou
n = 1. Supposons donc la proposition vérifiée pour toutes les valeurs de (m’,n’)
telles que m’ +n’ < m+mn, avecm > 2etn > 2. Sim=2oun = 2 alors
la proposition est par hypothese vérifiée, puisque S satisfait la propriété de raffi-
nement. Supposons donc que m > 3 ou n > 3; sans perte de généralité, m > 3.
Soient (a;)i<m et (b;);j<n deux suites d’éléments de S telles que 3, ., a; = >, _,, bj.

ag + Z aiZij.

1<i<m j<n

Ecrivons ceci sous la forme
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Puisque 2 +n < m +n et par hypothese de récurrence, il existe des éléments cy; et
d; (j <n) de S tels que le tableau suivant soit une matrice de raffinement:

bo | b1 | ... | by
ag Coo | Co1 | --- | COon—1
Zl§i<m a; do d1 dn,1

Par suite, >3y, ,, @i = Y2, dj. Puisque (m —1) +n < m +n, il existe par
hypothese de récurrence des éléments ¢;; (1 < ¢ < m et j < n) tels que le tableau
suivant soit une matrice de raffinement:

d(] d1 e dn,1
ai C10 C11 s Cl,n—1
m—1 | Cm—1,0 | Cm—1,1 | --+ | Cm—1,n—1

Il s’ensuit facilement que le tableau suivant est une matrice de raffinement:

bo b1 . bn_1
ao €00 Co1 . Co,n—1
ai C10 C11 cee Cl,n—1
m—1 | Cm—1,0 | Cm—1,1 - | Cm—1,n—1
et la proposition est démontrée. (I

Nous omettrons la preuve, évidente, du lemme suivant:

LEMME 5.5. Soit (M,+,0) un monoide. On définit une relation binaire <ug
sur M en posant

T <alg ¥ <= (Fu,v)(y=u+2x+0).

Alors <,1g est une relation de préordre sur M.

Notons que <, n’est pas toujours une relation d’ordre (par exemple quand
M est un groupe non trivial). FElle n’est pas non plus toujours compatible avec
laddition de M (par exemple, si M est le monoide libre sur lalphabet & deux
lettres {a,b}, alors a <aiz bab dans M, mais aa Laz baba). Cependant, dans le
cas ou M est commutatif, <.z est trivialement compatible avec l’addition. Ce n’est
pas le seul cas possible de compatibilité, comme par exemple quand M est le cone
positif d’un groupe préordonné (voir plus loin).

LEMME 5.6 (Propriété de décomposition de Riesz). Soit (M, +,0) un monoide
satisfaisant la propriété de raffinement. Alors pour tout entier naturel non nul n
et tous b, ag,. .., an—1 dans M, sib <gg >.._ a;, alors il existe b; <z a; (i <n)
dans M tels que b=>"._ b;.

<n
i<n
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PREUVE. Par hypothese, il existe u et v dans M tels que u+b+v =), _, a;.
Puisque M satisfait la propriété de raffinement, on peut former une matrice de
raffinement

ap | A1 | ... | QGpn—1
U | Uy | UL | oor | Up—1
bo | b1 | ... | bt
V|V | U1 v | Un—1

avec les b;, u;, v; (i < n) dans M. Pour tout i < n, I'égalité a; = u; + b; + v; est
satisfaite, donc b; <1 a;. De plus, b = ZKH b;. O

La propriété de raffinement a une grande importance et nous y reviendrons
plus longuement dans des chapitres ultérieurs. Pour l'instant, nous allons nous
concentrer sur les groupes (pré)ordonnés. Nous noterons ceuz-ci additivement. Une
remarque s’impose immédiatement: un groupe ordonné non trivial ne peut avoir de
plus grand ni de plus petit élément. En effet, si G est un groupe ordonné et si g est
le plus grand élément de G, alors pour tout x € G, x+g < g, d’'ou x < 0; de méme,
—x < 0, donc x = 0 et par suite, G est trivial. De méme quand G admet un plus
petit élément.

DEFINITION. Soit G un groupe préordonné. Le cone positif de G est, par
définition,
Gt={zeG|0<xa}.

Un sous-groupe préordonné de G est un sous-groupe H de G, muni du céne positif
Ht=HnNG*.

PROPOSITION 5.7. Soit G un groupe ordonné. Alors le cone positif de G est
un sous-monoide de (G,+,0), et il satisfait

Gt +GT CGT,
Vr e G)(z+Gt —x CGT),
Gt n(-G*") = {0}

PREUVE. Pour tous z et iy dans G, les inégalités 0 < z et 0 < y sont satisfaites,
donc 0 < z + y par la Proposition 5.3; donc G+ + GT C GT. Puisque 0 € G,
G* est un sous-monoide de (G,+,0). Maintenant, si ¢ € G* et x € G, alors
r+g>zx+0=z, dotz+g—z>x—2=0,4c,r+g—x € G". Enfin, la
troisieme propriété est une traduction immédiate de 'antisymétrie de <. ([

La propriété (Vo € G)(z + G — 2z C GT) se lit évidemment “GT est distingué
(ou “normal”) dans G”. 1l est évident que si I'on remplace “ordonné” par “préor-
donné” dans 1’énoncé de la Proposition 5.7, alors GT est encore un sous-monoide
distingué de (G, +,0), mais il ne satisfait G* N (—=G*) = {0} que si < est une
relation d’ordre. Il résulte en particulier de tout cela que si G est un groupe pré-
ordonné, alors le préordre algébrique sur G (voir Lemme 5.5) est la restriction a
G* du préordre de G, et en fait, pour tous = et y dans GT, < y si et seulement
si x <aig ¥, sl et seulement si —x + y (resp., y — x) appartient & G*.

Réciproquement, on montre la proposition suivante:
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PROPOSITION 5.8. Soit G un groupe et soit P un sous-monoide distingué de G
tel que PN (—P) = {0}. Alors il existe une seule structure de groupe ordonné sur
G de cone positif P.

PREUVE. Si < est un ordre de groupe ordonné sur GG de cone positif P, alors
pour tous x et y dans G, z < y si et seulement si —z+a < —z+y, si et seulement si
—x+y € P, d’ou l'unicité. En ce qui concerne ’existence, il s’agit en fait de montrer
que la relation binaire < définie sur G par x < y si et seulement si —x +y € P
est une relation d’ordre compatible avec 4. Le fait que < est une relation d’ordre
est une vérification tres facile. Soient maintenant z, y, et z dans G tels que x < y.
Cela signifie que —x+y € P, dou —(z+2z)+(z2+y) = —z—z+z2+y = —z+y € P,
donc z + x < z 4 y; par ailleurs, —(z + 2z) + (y + 2) = —z — & + y + z appartient &
P car —x +y € P et P est une partie distinguée de G; d’ou la compatibilité. [

EXEMPLE FONDAMENTAL. Soit (T, <) un ensemble ordonné quelconque. On
munit l’ensemble AutT des automorphismes de (T, <) de sa structure de groupe
(avec la composition des applications), et on note

P={feAuT|VzeT)(f(x) >x)}.

1l est alors facile de vérifier que P est un sous-monoide distingué de (Aut T, o,idr)
et que PN (—P) = {idy} (Note: pour tout f € AutT, —f est en fait f~'). Par
suite, P est le cone positif d’un ordre de groupe sur AutT.

La relation d’ordre sur AutT peut étre définie par la formule suivante:

f<ge (VzeT)(f(z) < g(w)).

L’analogue suivant du Théoréme de Cayley pour les groupes (“tout groupe
est isomorphe a un groupe de permutations”—un groupe de permutations est, par
définition, un sous-groupe du groupe G x des permutations de X pour un certain
ensemble X) a alors lieu:

PROPOSITION 5.9. Pour tout groupe ordonné G, il existe un ensemble ordonné
T tel que G se plonge dans AutT.

PREUVE. Prenons simplement 7' = G, muni de la méme relation d’ordre <.
Pour tout g € G, on peut définir un automorphisme de T par 7(g): « — g + x, ce
qui définit donc une application 7 de G vers AutT'. De plus, pour tous g et g’ dans
G, 7(g+4¢") =7(g) o7(¢), et 7(0) = idp. Par suite, 7 est un homomorphisme de
groupes de G vers AutT. 1l est clair que g > 0 entraine que 7(g) > idp. Il est
également clair que 7 est injectif (si 7(g) = idr, alors g = 7(g)(0) = idr(0) = 0),
mais ceci n’est pas suffisant pour que 7 soit un plongement de groupes ordonnés:
en fait, il s’agit de vérifier que 7(g) > idr entraine g > 0. Mais c’est immédiat: si
7(g) > idr, alors g = 7(g)(0) > id7(0) = 0. O

Le probleme de savoir quels monoides apparaissent comme cones positifs de
groupes ordonnés (en-dehors de tout groupe ambiant) a une solution facile & énoncer,
mais de preuve un peu plus délicate:

PROPOSITION 5.10. Soit P un monoide (non nécessairement commutatif).
Alors P est le cone positif d'un groupe ordonné si et seulement si il satisfait les
conditions suivantes:

(i) P est simplifiable;
(ii) P est conique, i.e., il satisfait I'énoncé (Vz,y)(x +y=0= 2z =y = 0);
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(ii) Pour touta € P, a+P =P +a.

PREUVE. Le probleme essentiel est de plonger P dans un groupe. On sait que,
puisque P est simplifiable, c’est possible dans le cas commutatif (et c’est méme
classique!), mais dans le cas non commutatif, il existe des monoides simplifiables
qui ne se plongent dans aucun groupe (voir [Jaco])! Heureusement, il existe des
conditions suffisantes simples sous lesquelles cela reste possible. L'une d’entre elles
est la condition d’Ore (& droite), & savoir (Va,b)(Ju,v)(a+u = b+ v) (voir 'Exer-
cice 5.15 pour les détails la-dessus). Alors P satisfait la condition d’Ore: en effet,
en prenant v = a, b+v=>b+4+a € P+a =a+ P et il existe donc u € P tel que
a+ u = b+ v. Par suite, P se plonge dans un groupe G; sans perte de généralité,
on peut supposer que P engendre G (comme groupe). Alors P est un sous-monoide
de G. Pour tout z € PN (—P), x et y = —x appartiennent & P et x +y = 0, donc,
puisque P est conique, z = 0 et donc PN (—P) = {0}. Enfin, il est facile de vérifier
que le “centralisateur” C = {x € G | x + P = P + x} est un sous-groupe de G; il
contient P par hypothese, donc il contient G (car G est le groupe engendré par P);
par suite, P est une partie distinguée de G. (]

Comme, malgré tout, nous nous concentrerons plutét sur le cas commutatif,
nous renvoyons, comme dit plus haut, a I’Exercice 5.15 pour la suffisance de la
condition d’Ore au plongement dans un groupe.

Dans le cas commutatif, une notion importante et plus restrictive que celle de
groupe (pré)ordonné est celle d’espace vectoriel (pré)ordonné.

DEFINITION. Soit E un espace vectoriel sur R. Un céne convere de E est un
sous-monoide P de E tel que RTP C P (i.e., (VA € RT)(Vax € P)(Az € P)). Un
préordre < sur E munit F d’une structure d’espace vectoriel préordonné quand <
est compatible avec I’addition et le cone positif de < est un cone convexe.

Par suite, un espace vectoriel préordonné E est un espace vectoriel ordonné si
et seulement si ET N (—E') = {0}. Voir les Exercices de 5.16 & 5.18 a ce propos.

NOTATION. Soit G un groupe préordonné. On note G* le sous-groupe de G
engendré par GT.

DEFINITION. Un ensemble préordonné est dirigé (on dit aussi filtrant) quand
il satisfait I’énoncé
(Vz,y)(Fz)(x < z et y < 2).

PROPOSITION 5.11. Soit G un groupe préordonné. Alors Gt = Gt 4 (—-G*) =
(—G) + G, et G est dirigé si et seulement si GT = G.

PREUVE. Soit H = GT + (—G™). Tout élément de H s’écrit z =z — y, ou x
et y appartiennent & G*, et alors —2 =y—x € H. Siz=z—yet 2 =2 —¢
(x, 2y, € GN,alors 2+ 2 =x—y+a2' —y = —y+a' +y) —y—y =
(x4 (—y+2'+y)) — (v +y) appartient & H, car z, —y+2'+y, y, ¥ appartiennent
A GT. Par suite, H est un sous-groupe de G. Il contient G, donc G*. Mais
H C G* de facon évidente, d’ott finalement H = G*. Une preuve similaire montre
que (-GT) + G+ = G* .

Supposons maintenant que G soit dirigé. Alors pour tout z € G, il existe x € G
tel que 0,z < x; soit alors y = —z + z, alors y € Gt et z = v — y. Puisque =,
y € GT, z appartient & G*: ainsi, G* = G. Réciproquement, supposons que
G* = G. Pour tout z € G, z appartient & G* et donc, par la premiere partie de la
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preuve, z € GT + (—GT), et il existe donc = et y dans G tels que z = x — y. Par
suite, 0,z < z; de fagon générale, pour tous a et b dans G, il existe donc ¢ € G tel
que 0, —a + b < ¢; par suite, a,b < a + ¢, donc G est dirigé. O

Notons au passage que G est dirigé si et seulement si il satisfait 1’énoncé

(Vz)(Fy) (0,2 < y).

Voir aussi 'Exercice 5.19 a ce sujet.

Quelques concepts utiles de plus pour les groupes ordonnés:

NOTATION. Soit G un groupe ordonné. Si a et b sont deux éléments de G, nous
noterons a < b ’énoncé suivant:

(Vn € Z)(na < b).
Notons que a < b entraine b > 0.
DEFINITION. Soit G un groupe ordonné. Alors G est archimédien quand
(Va,b € G)(a < b= a=0).
Une définition (strictement) plus forte est la suivante:

DEFINITION. Un groupe ordonné G est intégralement clos quand pour tous a
et b dans G,

(Vn € N)(na <b) = a<0.

Il est trivial que tout groupe ordonné intégralement clos est archimédien, mais
la réciproque est fausse, méme dans le cas commutatif. Nous verrons plus tard
qu’un groupe dirigé intégralement clos est toujours commutatif—c’est un Théore-
me tout a fait non trivial! Ce n’est pas le cas pour les groupes archimédiens. Dans
certaines références, on dit carrément “archimédien” au lieu de “intégralement clos”
et ces deux termes n’ont donc pas une signification universelle.

DEFINITION. Soit m un entier naturel non nul. Un semi-groupe ordonné est
non m-perforé quand il satisfait 1’énoncé

(Vz,y)(mz < my = x < y).

Un semi-groupe ordonné est perforé, quand il est m-perforé pour un certain m €
N\ {0}, non perforé quand il n’est pas perforé.

Ainsi, un semi-groupe ordonné est non-perforé quand il satisfait 1’énoncé
(Vz,y)(mz < my = z < y),

pour tout entier naturel non nul m.

Dans certaines références, on dit (pour les groupes commutatifs ordonnés)
“isolé” ou méme “réticulable” au lieu de “non perforé”. Je préféere cependant ce
dernier terme (voir exemple suivant).

Dans le cas commutatif, la m-perforation est équivalente & (Vz)(mz > 0 =
x > 0); dans le cas non-commutatif, il n’y a pas toujours équivalence et en fait,
I’absence ou non de perforation revét un caractere plus anecdotique. Dans le cas
général, il est facile de vérifier que la non perforation entraine ’absence de torsion,
mais la réciproque est fausse, méme dans le cas commutatif:
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EXEMPLE 5.12. Soit P = N\ {1}. 1l est facile de vérifier que P est le cone
positif d’une structure de groupe ordonné dirigé sur Z. Cependant, ce groupe est 2-
perforé (par exemple, 2-2 < 2-3 mais 2 £ 3), archimédien, mais non intégralement
clos. La représentation “géométrique” montre alors une bonne raison d’utiliser le
terme étrange de “perforation”!

L’analogue pour les groupes ordonnés de la notion de sous-groupe distingué est
celle de sous-groupe conveze distingué:

DEFINITION. Soit (P, <) un ensemble ordonné. Une partie C' de P est conveze
quand pour tous a < b dans C, I’ “intervalle”

[a, )] ={xz e Pla<z<b}
est inclus dans C.

PROPOSITION 5.13. Soit G un groupe ordonné et soit N un sous-groupe dis-
tingué conveze de G. Alors le groupe quotient G/N peut étre muni d’une structure
de groupe ordonné, de cone positif {x + N | x € GT}.

PREUVE. Soit P ={z+ N |z € G*}. Il est immédiat que P est un sous-mo-
noide de G/N et que P est une partie distinguée de G/N (on utilise le fait que G
est une partie distinguée de G). Si £ € P N (—P), alors il existe z et y dans G+
telsque { =+ N=—-y+ N, doux+y+N=N,ie,x+y e N. Mais0 € N,
et, puisque y > 0, 0 < z < x + y; par suite, x € N donc £ = 0 (dans G/N): ainsi,
PN (—P) = {0} et donc finalement, P est le cone positif d’'un ordre de groupe sur
G/N. O

Les sous-groupes distingués convexes correspondent exactement aux homomor-
phismes de groupes ordonnés (i.e., les homomorphismes croissants de groupes).
Nous omettons la preuve, triviale, du résultat suivant:

PROPOSITION 5.14. Soit f: G — H un homomorphisme de groupes ordonnés.
Alors Ker f est un sous-groupe distingué convexe de G. Réciproquement, si N est
un sous-groupe distingué convexe de G, alors la projection naturelle G — G /N est
un homomorphisme surjectif de groupes ordonnés.

Notons que I’analogue du “premier Théoreme d’isomorphisme” pour les groupes
n’a pas lieu pour les groupes ordonnés: en particulier, un homomorphisme bijectif
de groupes ordonnés n’est pas forcément un isomorphisme de groupes ordonnés.
Par exemple, soit G le groupe Z muni du céne positif N\ {1}. Alors I'identité est
un homomorphisme bijectif de G sur Z, mais sa réciproque n’est pas croissante.

Par contre, la notion importante de produit lexicographique n’a pas d’analogue
dans les groupes non ordonnés:

PROPOSITION 5.15. Soient G et H deux groupes ordonnés. Alors il existe une
seule structure de groupe ordonné sur G x H dont le cone positif est
P={(z,y) e GX H|xz>0g ou(x=0g ety >0pg)}.

PREUVE. Il suffit de montrer que P est un sous-monoide distingué de G x H

tel que PN (—P) = {(0,0)}. C’est un exercice facile. O

Nous noterons G Xjex H le groupe ordonné ainsi défini. Notons que G Xjex H
n’est archimédien que dans les cas triviaux—en 'occurrence, quand 'un des deux
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groupes ordonnés G ou H est trivial et ’autre archimédien. Par ailleurs, il est facile
de vérifier que si G et H sont tous deux totalement ordonnés, alors G Xox H est
également totalement ordonné.

Le produit lexicographique est un cas particulier d’ extension lexicographique
comme défini ci-dessous:

PROPOSITION 5.16. Soit N un sous-groupe distingué d’un groupe G. On sup-
pose que N et G/N sont des groupes ordonnés. Soit P la partie de G définie par

P={zeG|z+N>0o0uze NT}L

Alors P est le cone positif d’une structure de groupe ordonné sur G si et seulement
si N1 est invariant par tous les automorphismes intérieurs de G.

PREUVE. Il est facile de vérifier que P est toujours un sous-monoide de G et
que PN (—P) = {0}. Le probleme est de vérifier que P est distingué dans G.
Soient donc x € Pet y € G. Six+ N > 0 (dans G/N), alors (y+z —y)+ N =
(y+N)+(x+N)—(y+N)>0doncy+z—y € P; cependant, si x € NT, il
s’agit de vérifier que y +x —y € NT; ceci n’est vrai pour tout y € G que si N7 est
stable par les automorphismes intérieurs de G. ([l

L’Exercice 5.23 montre que 'hypothese supplémentaire sur IV n’est pas inutile,
contrairement a ce qui est affirmé dans [Birk2] (cependant, quand G est abélien,
cette hypothese est trivialement satisfaite). Quand cette hypothese est satisfaite,
nous dirons que G est une extension lexicographique de N par G/N. Notons que
si G et H sont deux groupes, G Xiox H est une extension lexicographique de G par
H.

La notion de produit lexicographique est trées commode pour construire des
groupes dirigés:

PROPOSITION 5.17. Soient G et H deux groupes ordonnés. Si G est dirigé et
non trivial, alors G Xjex H est dirigé.

PREUVE. Soit (z,y) € G x H. 1l suffit de construire un élément de G Xjox H
qui est supérieur a (z,y) et & (0,0) (voir remarque apres la preuve de la Propo-
sition 5.11). Puisque G est non trivial et dirigé, GT # {0g}, il existe donc un
élément e dans G \ {0}. Puisque G est dirigé, il existe 2’ € G tel que 0,z < '
Alors il est immédiat que (2’ + e,0) est (strictement) supérieur a (z,y) et & (0,0)
dans G Xex H. O

La notion de produit lexicographique permet alors de construire des exemples
intéressants et faciles:

EXEMPLE 5.18. On munit Z/2Z de la structure de groupe ordonné triviale
(i.e., de cone positif {0}. Alors Q Xjex Z/2Z est, par la Proposition 5.17, un groupe
(abélien) dirigé. Cependant, ce n’est pas un groupe sans torsion! Ceci présente un
contraste avec la proposition suivante:

PROPOSITION 5.19. Tout groupe totalement ordonné est non perforé (donc sans
torsion).

PREUVE. Soit G un groupe totalement ordonné et soient m € N\ {0} et a et b
dans G tels que ma < mb. On montre que a < b. Supposons que ce ne soit pas le
cas. Puisque G est totalement ordonné, a > b. On montre alors par récurrence sur n
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que pour tout n € N\ {0}, 'inégalité na > nb est satisfaite: c’est vrai par hypothese
pour n = 1, et si ¢’est vrai pour n > 1, alors (n+1)a = na+a > nb+a(par hypothese
de récurrence)> nb + b (par hypothese)= (n + 1)b. En particulier, ma > mb, une
contradiction. Par suite, G est non perforé. Par suite, G est sans torsion. ([l

Dans le cas abélien, nous allons maintenant montrer une réciproque de la Propo-
sition 5.19, qui donne ’équivalence suivante:

PROPOSITION 5.20 (utilise PIT). Un groupe abélien est totalement ordonnable
s et seulement si il est sans torsion.

PREUVE. Nous avons vu dans la Proposition 5.19 que tout groupe totalement
ordonnable est sans torsion. Réciproquement, soit G un groupe abélien sans torsion.
Soit P ’ensemble des sous-groupes finiment engendrés de G, et pour tout H € P,
posons

Fu={f€{0.1}° [ f(0) =Lt (va,y € H)(f(x) = f(y) = 1 = fla+y) = 1)
et (Vo € H\{0})(f(x) + f(-2) = 1)},

Pour tout H € P, Fy est donc 'ensemble des applications de G vers {0, 1} telles
que f[; est la fonction caractéristique du cone positif d’un ordre total de groupe
sur H.

Fart 1. Pour tout H € P, Fyg # @.

PREUVE DU FAIT. Puisque H est un groupe abélien finiment engendré et sans
torsion, il est isomorphe (en tant que groupe) & un certain Z" oll r est un entier
naturel. Mais, en utilisant I'ordre lexicographique (par exemple

Z Xlex (Z Xlex (Z Xlex * ' Xlex Z) o )

r fois

), on voit facilement que Z" est totalement ordonnable: par suite, Fyg # &.
O Fait 1.

On peut de plus observer que pour tout = € G, {f € {0,1}¢ | f(x) = 1}
et {f € {0,1}9 | f(z) = 0} sont, par définition de la topologie produit, des
ouverts fermés de {0,1}; par suite, les Fr sont des fermés de {0,1}“. Puisque
Fu,+rm, € Fu,NFg, pour tous Hy et H; dans P, et par le Fait ci-dessus, 'ensemble
{Fy | H € P} est centré. Puisque, par le Théoréme de Tychonoff, {0,1}¢ est
compact, 'intersection des Fz o H € P est non vide. Tout élément de cette
intersection est le cone positif d’un ordre total de groupe sur G. ([l

Voir cependant I'Exercice 5.27 pour montrer que méme “I’absence de torsion
forte”

pour tout m € N\ {0}, Ve, y)(mz =my =z =y)

pour un groupe (non abélien) G n’entraine pas que G est totalement ordonnable.
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Exercices du Chapitre 5

EXERCICE 5.1. Pour tous ensembles ordonnés (X;,<;) (i < 2), on définit la
somme (Xo, <) + (X1,<1) comme étant (X, <) ou X = (Xo x {0}) U (X3 x {1})
et < est la relation binaire sur X définie par

(z,e) < ()& ((e=netz<.y)ou(e=0etn=1)).

(a) Montrer que < ci-dessus est une relation d’ordre sur X, et que si <g et <; sont
des relation d’ordre total, alors < est une relation d’ordre total.

(b) Montrer que la relation d’isomorphie pour les ensembles ordonnés est compatible
avec +, i.e., si (X;,<;) et (X/,<}) (i < 2) sont des ensembles ordonnés tels que

(X5, <;) =2 (X[, <)) pour tout i < 2, alors
(Xo, <o) + (X1, <1) = (Xp, <p) + (X7, 7).

Pour tout ensemble ordonné (X, <), le type d’ordre de (X, <) est, par définition,
la classe des ensembles ordonnés isomorphes & (X, <). Malheureusement, avec
cette définition, un type d’ordre n’est pas un ensemble (c’est trop gros) et il existe
plusieurs moyens de contourner cette difficulté, suivant les axiomes satisfaits par
I'univers ambiant—il n’en existe aucun “universel”. Cependant, nous resterons a
un niveau “naif” et nous ne rentrerons pas dans ce genre de détail non structurel.

Cela dit, d’apres (b), on peut définir une addition parmi les types d’ordre,
en posant simplement

type(XOa SO) + type()(la Sl) = type((X()a SO) + (Xla Sl))
(¢) Soient (X;,<;) (i < 2) et (Y, <) des ensembles ordonnés. Montrer que
type(Y, <) = type(Xo, <o) + type(X1,<1)

si et seulement si il existe deux parties Yj et Y7 de X telles que les conditions

suivantes sont remplies:

(1) XZ%UY1 et Yoﬂyl ZQ;

(i) (Y(yo,41) € Yo x Y1)(yo < y1);

(ili) pour tout i < 2, (X, <;) = (Y;, < [y,) (ot < [y, est la restriction de < a Yj,
i.e., <NY; x Y;)).
On dira alors que (X, <) est la somme interne de Yy et 7.

(d) Montrer que 'addition des types d’ordre est associative, d’élément neutre le type
d’ordre de I’ensemble ordonné vide, noté naturellement 0.

Par suite, en laissant de coté les problémes “fondationnels”, on a obtenu ainsi
un monoide non-commutatif. Notons que les types d’ordre total en forment un
sous- “monoide”, et que les types de bon ordre en forment un sous- “monoide” encore
plus petit. Les types de bon ordre peuvent (dans la théorie des ensembles ZF) étre
identifiés aux ordinauz.

EXERCICE 5.2. Remplacer, dans ’Exercice 5.1, la relation d’isomorphie des en-
sembles ordonnés par la relation d’équipotence entre ensembles (X ~ Y si et seule-
ment si il existe une bijection de X sur V). On obtient ainsi les types d’équipotence,
appelés plus communément les cardinauz.

(a) Imiter 'Exercice 5.1 pour la relation d’équipotence, et montrer que ’on obtient
ainsi un “monoide” commutatif.

(b) Montrer que tout cardinal “est” [i.e., peut étre identifié naturellement ] un type
d’ordre discret.



EXERCICES DU CHAPITRE 5 s

Dans la théorie des ensembles ZF+AC (AC est I'axiome du choix), les car-
dinaux peuvent étre identifiés aux “ordinaux initiaux”, i.e., les ordinaux qui ne sont
équipotents a aucun de leurs segments initiaux propres. Sans axiome du choix, le
probléme est infiniment plus ardu, voir I'article de R. Bradford [Brad] & ce sujet.

EXERCICE 5.3. Pour deux algeébres de Boole A et B, on définit A+ B = A x B,
et on considere la relation d’isomorphie entre les algebres de Boole, définissant ainsi
les types d’isomorphisme d’algébres de Boole.

(a) Montrer, comme dans les exercices précédents, que + est compatible avec 1’addition,
et que l'on peut ainsi définir I’addition des types d’isomorphisme d’algebres de
Boole.

Si A, B, et C sont trois algebres de Boole, on dit que C' est la somme interne
de A et B quand A et B sont deux sous-algebres de Boole de C' et C' = A& B
en tant qu’anneaux de Boole.

(b) Montrer que si A, B, et C sont trois algebres de Boole quelconques, type(C) =
type(A) + type(B) si et seulement si il existe deux sous-algebres de Boole A’ et
B’ de C telles que A’ = A, B’ = B et C est la somme interne de A et B.

(c) Montrer que l'addition des types d’isomorphisme d’algebres de Boole est com-
mutative et associative, et qu’elle admet un élément neutre (lequel?).

(d) Montrer que tout cardinal est [i.e., peut étre identifié naturellement a] un type
d’isomorphisme d’algebres de Boole.

EXERCICE 5.4. Appelons la propriété de raffinement commutant ’énoncé
suivant:

(Vao, a1,bo,b1) |ap + a1 = by + by =

(Ji,j<2¢ij) (/X\(a,- = cjo + ¢i1 et by = coi + ¢14) et cor +¢10 = c10 + Co1>] (5.2)
i<2
Ainsi, dans le cas commutatif, la propriété de raffinement commutant est équivalente
a la propriété de raffinement.

(a) Montrer que les cardinaux et les types d’isomorphismes d’algebres de Boole (voir
les Exercices 5.2 et 5.3) satisfont la propriété de raffinement.

(b) Montrer que si X et Y sont deux segments initiaux d’'un méme ensemble totale-
ment ordonné, alors X CY ouY C X.

(¢) Montrer que les types d’isomorphismes d’ensembles totalement ordonnés (voir—
et fairel—1"Exercice 5.1) satisfont la propriété de raffinement commutant (avec
en prime “co; = 0 ou ¢;0 = 0”). En déduire le résultat correspondant pour les
types de bons ordres.

(d) Montrer que tout groupe (abélien ou pas!) satisfait la propriété de raffinement
commutant (avec en prime “co; = 0 ou ¢19 = 0” au choix).

(e) Montrer qu’un semi-groupe simplifiable satisfait la propriété de raffinement si
et seulement si il satisfait la propriété de raffinement commutant (ceci est donc
valable en particulier pour les cones positifs de groupes préordonnés).

EXERCICE 5.5. Pour tout espace vectoriel E sur un corps K, on munit I’ensemble
S(E) des sous-espaces vectoriels de E de 'addition (dite “de Minkowski”) définie
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par
U+V={x+ylzeUetyecV}

Mountrer que (8(E),+,C,{0}) est un sup-demi-treillis avec 0, et qu’'en-dehors de
quelques cas exceptionnels (lesquels?), il ne satisfait pas la propriété de raffine-
ment.

EXERCICE 5.6. Soit M = [0, 1] muni de “I’addition” @ définie par z @ y =
inf(z +y,1). Montrer que M muni de son préordre algébrique satisfait la propriété
de décomposition de Riesz

(Vz,y,2) (s <z +y = (32’ <2)3yY <y)(z=2"+y)),
mais pas la propriété de raffinement.

EXERCICE 5.7. Quand un monoide monogéne (i.e., de la forme {ng | n € N}
si on le note additivement) satisfait-il la propriété de raffinement?

EXERCICE 5.8.

(a) Montrer que (N, +) satisfait la propriété de raffinement.

(b) En déduire que pour tout ensemble I, 'ensemble NU) des familles (n;);cr & sup-
port fini (i.e., telles que {i € I | n; # 0} est fini) muni de 'addition (composante
par composante) satisfait la propriété de raffinement.

(¢) En utilisant la décomposition en facteurs premiers, en déduire que (N\{0},-) (ou
- est la multiplication usuelle des entiers) satisfait la propriété de raffinement;
puis que (N, -) satisfait la propriété de raffinement.

EXERCICE 5.9. (Le but de cet exercice est d’établir une réciproque de 'Exer-
cice 5.8) Pour tout monoide commutatif M, on appelle un atome de M un élément
a de M \ {0} tel que M satisfait

(Vz,y)(z+y=a= (x =0o0uy=0))

Soit M un monoide commutatif satisfaisant la propriété de raffinement. On suppose
de plus que M est engendré (en tant que monoide) par I’ensemble de ses atomes et
que pour tout atome a de M, 2a # 0 (noter 'exemple de Z/2Z. . .).

(a) Montrer que pour tout atome a et pour tout élément & de M, x + a # 0. En
déduire que M est conique, i.e., il satisfait 'axiome

(Vz,y)(z+y=0=2=y=0).

(b) En déduire que pour tout atome a et pour tout entier n > 2, na # a.

(c) Montrer que sim et n sont des entiers naturels non nuls et a; (i < m) et b; (j < n)
sont des atomes de M tels que 3, a; =), b;, alors m = n et il existe une
permutation o de n (identifié a {0,...,n — 1}) telle que (Vi < n)(b; = a,(;)).

(d) En déduire que M est isomorphe & N() o1 I est ’ensemble des atomes de M.

EXERCICE 5.10. Montrer que tout groupe abélien satisfait la propriété de raf-
finement.

EXERCICE 5.11. Montrer que [0, +00] et {0,400}, munis de I’addition na-
turelle, satisfont la propriété de raffinement.
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EXERCICE 5.12. On considére ensemble A(RT) de tous les intervalles de RT
de la forme [0, a] (0 < @ < +00) ou [0, a] (0 < a < +00). On munit A(RT) de
I’addition + définie par

a+b={r+y|x€aectyechb}
Montrer que + est une loi de composition interne sur A(R™), puis que (A(RT), +)
est un monoide commutatif (quel est son élément neutre?), non simplifiable. Mon-
trer que (A(R™), +) satisfait la propriété de raffinement.

EXERCICE 5.13. Soit G un groupe ordonné. Montrer que G est totalement
ordonné si et seulement si Gt U (—-GT) = G.

EXERCICE 5.14. Soit G un groupe totalement ordonné. Montrer que G satis-
fait la propriété de raffinement commutant (voir 'Exercice 5.4), “avec cg; = 0 ou
C10 = 0”.

EXERCICE 5.15. * Soit S un semi-groupe simplifiable (noté multiplicativement),
satisfaisant la condition d’Ore suivante:

(Va, b)(Ju, v)(au = bv).
Le but de cet exercice est de montrer que S se plonge dans un groupe dont les
éléments s’écrivent tous sous la forme zy~! ott x,y € S.
Pour tous a et b dans .S, posons
E(a,b) = {(u,v) € S x S| au = bv}.
Pour tout £ = (u,v) € S x S et tout s € S, on notera parfois £&s = (us,vs). On
définit une relation binaire = sur S x S en posant
(a,b) = (¢,d) <= E(a,c) N E(b,d) # @.
(a) Montrer I’énoncé suivant:
(V(a,b) € § x S)(V¢,n € E(a,b))(Tp, q € 5)(&p = nq).
(b) Montrer que = est une relation d’équivalence sur S x S.
Pour tout (a,b) € Sx.S, nous noterons désormais [a, b] la classe d’équivalence
de (a,b) modulo =.
(¢) Montrer que pour tous (a,b) et (¢,d) dans S x S, (a,b) = (¢,d) si et seulement
si E(a,c) = E(b,d).
(d) Montrer que pour tous a, b, et ¢ dans S, [a,b] = [ac, bc].
(e) Montrer que pour tous a, b, ¢, d, v, v', u”, v" dans S,
((u',0") € E(b,c) et (u”,v") € E(b,c)) = (av,dv’) = (au”,dv").
Ceci permet d’affirmer que (a,b) * (¢,d) = [au, dv] est indépendant de (u,v) €
E(b,c).
(f) Montrer que pour tous ag, by, a1, b1, ¢, d dans S,
(a0, bo) = (a1,b1) = (ao, bo) * (¢, d) = (a1, b1) * (¢, d).
(g) Montrer que pour tous a, b, cg, dy, c1, di dans S,
(co,do) = (c1,d1) = (a,b) * (co,do) = (a,b) * (c1,d1).
Ceci permet enfin de définir une loi de composition interne - sur G = S x S/ =
en posant

[a,b] - [¢,d] = [au, dv] pour tout (u,v) € E(b,c).
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(h) Montrer que pour tous a, b, et ¢ dans S, [a,b] - [b, c] = [a, ¢].
(i) Montrer que S satisfait ’énoncé

(Va,b,c,d)(Ip, q,7)(ap = bq et cq = dr).

(j) Montrer que - est associative sur G.

(k) Montrer que - est une loi de groupe sur G; quel est son élément neutre?

() Montrer que j: S — G, x — [zu,u] est indépendante de 1’élément u de S et
est un homomorphisme injectif de monoides de S dans G. Montrer de plus que
pour tous a et b dans S, [a,b] = j(a);j(b)~!. Conclure.

EXERCICE 5.16. Soit E = R3 et soient a, a’, b, b’ les éléments de E définis par
a=(1,0,0; o =(0,1,0); b=(0,0,1); b =(1,1,-1).
Soit P = {(x,y,2) € E|0,—2z < z,y}.
(a) Montrer que P est un cone convexe de R3 et que PN (—P) = {0}.

(b) Montrer que P ne satisfait pas la propriété de raffinement. (Indication: noter
quea+a =b+v).

EXERCICE 5.17. Disons, par définition, qu'un homomorphisme de cénes con-
vexes est un homomorphisme préservant la multiplication scalaire par un réel positif.

(a) Montrer que tout céne convexe finiment engendré (en tant que céne convexe)
de R? est isomorphe & {0}, Rt R, RT x R* Rt x R ou bien R x R.

(b) Soit P = {(x,y) € R? | (z,y) = (0,0) ouy > 0}. Montrer que P n’est pas
finiment engendré.

(c) Montrer que tout cone convexe de R? satisfait la propriété de raffinement (on
pourra se ramener au cas finiment engendré et utiliser (a)). Comparer au résultat

de ’Exercice 5.16.
EXERCICE 5.18. * On considére les deux énoncés suivants du langage (+, 0, <):
(RD1)  (Va,y,2)(z <z +y= (32 <2)3y <y)z=2"+y)),
(RD2) (Va,y, 2) (z >ex+y= 32 >2)3y >y)(z=2"+ y'))

Soit E un espace vectoriel préordonné de dimension au plus égale a 2, soit P un cone
convexe de E tel que P C ET. Montrer que (P, +,0) muni de la restriction a P
du préordre de E satisfait RD1 et RD2 (Indication: sia, b, et ¢ sont des éléments
de P—avec, suivant le cas, ¢ < a+bou c > a+b, voir d’abord le cas ou a et b sont
linéairement dépendants. Dans le cas ou a et b sont linéairement indépendants,
on pourra exprimer ¢ comme combinaison linéaire de a et b et discuter suivant les
positions des coeflicients).

EXERCICE 5.19. Soit G un groupe préordonné. Montrer que G* est ’ensemble
des éléments g de G tels que {0, g} est borné.

EXERCICE 5.20. * Trouver un exemple de groupe (nécessairement non commu-
tatif) G et d’un sous-monoide P de G tel que (Va € P)(a+ P C P+ a) qui ne
satisfait pas (Va € P)(a+ P = P + a).

EXERCICE 5.21. Montrer que le monoide (N\ {1}, +,0) ne satisfait pas la pro-
priété de raffinement.

EXERCICE 5.22. Quels sont les sous-monoides de (N, +,0) qui satisfont la pro-
priété de raffinement?
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Rappelons que si G et H sont deux groupes et 7 est un homomorphisme de groupes
de H vers le groupe Aut G des automorphismes de G, alors le produit semi-direct
de G par H relativement a 7, noté G x, H, est ’ensemble sous-jacent G x H muni
de la loi de composition interne * définie par

(@,y) = (@', y) = (z-7(y)(@"),y - ¥).
Alors G %, H est un groupe, en général non commutatif.

EXERCICE 5.23. Soit N = Z[ﬁ], considéré en tant que sous-groupe ordonné
de (R, +,0, <), et soit 7 ’homomorphisme de Z vers le groupe des automorphismes
de groupe de N défini par

(1) z +yV2 =y + V2.

Puis soit G = N X, Z; ainsi, N s’identifie & un sous-groupe distingué de G.
Montrer que N T n’est pas stable par les automorphismes intérieurs de G. Com-
parer avec la Proposition 5.16.

EXERCICE 5.24. Prouver que si G et H sont deux groupes ordonnés, alors
G X1ex H est une extension lexicographique de G par H.

EXERCICE 5.25. Soient G et H deux groupes ordonnés et soit f: GT — H™T
un homomorphisme de monoides. Alors f se prolonge en un seul homomorphisme
de groupes ordonnés de G* vers H.

EXERCICE 5.26. (voir I'Exercice 5.25) Soit G le groupe Z muni du cone positif
2N (noter, en particulier, que G n’est pas dirigé). Montrer que I"’homomorphisme
de monoides f: Gt — ZT, n — n/2 ne se prolonge pas en un homomorphisme de
groupes ordonnés de G vers H.

EXERCICE 5.27. Soit 7 'application de Z vers ’ensemble Aut Q des automor-
phismes de (Q, +) telle que pour tout n € Z,
T(n): Q - Q, z— (—2)"x.
(a) Montrer que 7 est un homomorphisme de groupes de (Z,+) vers (Aut(Q), o).
Soit G le produit semi-direct Q x, Z.
(b) Pour tout (z,y) € G et tout n € N\ {0}, calculer n(z,y) = (z,y) + - + (z,y).

n fois
(¢) En déduire que G satisfait la forme forte d’absence de torsion suivante: pour

tout m € N\ {0},
(Vz,y € G)(mx =my = = = y).
(d) Soient a = (1,0) et b = (0,1). Montrer que —b + 2a + b = —a. En déduire que

G n’est pas totalement ordonnable.

EXERCICE 5.28. Montrer qu'un groupe G est totalement ordonnable si et seule-
ment si tout sous-groupe finiment engendré de G est totalement ordonnable (voir
la preuve de la Proposition 5.20).

EXERCICE 5.29. * Soit E un espace vectoriel sur R. Montrer que tout ordre
d’espace vectoriel sur E est I'intersection des ordres totaux d’espace vectoriel sur
FE qui le contiennent.
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EXERCICE 5.30. * Soit G un groupe (non nécessairement abélien). Pour tout
entier naturel non nul n et toute suite finie (a;);<, d’éléments de G \ {0}, soit
Sla; | © < n] le sous-semi-groupe distingué de G engendré par {a; | i < n}.

Soit P le cone positif d’'un ordre de groupe sur G. Montrer que les deux
propositions suivantes sont équivalentes:

(i) 11 existe un ordre total de groupe sur G dont le cone positif Q contient P;
(ii) Pour tout entier naturel non nul n et tous a; (i < n) dans G \ {0}, il existe
e:n — {—1,1} tel que
Slag’
En déduire que G est totalement ordonnable si et seulement si pour tout entier

naturel non nul n et tous a; (i < n) dans G \ {0}, il existe e: n — {—1,1} tel
que

i<n]NP=g.

0¢ S[as

EXERCICE 5.31. Soit G un groupe abélien. On note T(G) le groupe de torsion
de G, i.e.,

i <nj.

T(G)={z € G| (Fn e N\ {0})(nz =0)}.
Supposons G non trivial. Montrer que ’on peut structurer G en un groupe ordon-
né dirigé si et seulement si G # T(G). (Indication: supposons que G # T(G).
Construire lordre sur G par extension lexicographique de T'(G) par G/T(G), avec
des ordres bien choisis).

EXERCICE 5.32. Montrer que tout groupe abélien non perforé G admet un
plongement (aussi bien pour la structure de groupe que pour celle d’ordre) dans un
Q-espace vectoriel ordonné G. (Indication: Construire des “quotients” x/n ot x
appartient au groupe de départ et n est un entier naturel non nul). Montrer que si
G est totalement ordonné, alors on peut prendre G totalement ordonné.

EXERCICE 5.33. Soit G un groupe de torsion, i.e., pour tout élément g de G,
il existe un entier naturel non nul n tel que ng = 0. Montrer que la seule structure
de groupe ordonné sur G est celle de cone positif réduit a {0}.



CHAPITRE 6

Groupes réticulés: une introduction

Nous nous intéresserons dans ce chapitre & une certaine classe “idéale” (au
premier abord) de groupes ordonnés, les groupes réticulés.

DEFINITION. Un groupe ordonné G est un groupe réticulé, ou £-groupe, quand
toute paire d’éléments de G admet une borne supérieure.

Conformément a la notation employée pour les treillis, nous noterons, pour
tous éléments a et b d’un groupe ordonné G, a A'b (resp., a V b) la borne inférieure
(resp., la borne supérieure) de {a,b} dans G si elle existe. Il est immédiat qu'un
groupe ordonné G est réticulé si et seulement si pour tout € G, x V 0 existe (en
effet, les translations x +— a + x sont des automorphismes pour 'ordre).

Une classe importante d’exemples de groupes réticulés est donnée par I’exemple
suivant:

EXEMPLE 6.1. Tout groupe totalement ordonné est réticulé. En particulier,
(R, +,0, <) est un groupe réticulé.

Dans le cas général, a Ab et a V b sont intimement liés, par I’observation simple
suivante:

LEMME 6.2. Soit G un groupe ordonné et soient a et b deuzx éléments de G.
Alors Uapplication ¢gp: G — G, x+— a—x+b est un isomorphisme de (G, <) sur

(G, >).

Attention, ¢qp n'est pas forcément un homomorphisme de (G,+) vers lui-
méme, méme si G est commutatif.

PREUVE. L’application z — —z est un isomorphisme de (G, <) sur (G, >),
et pour tout g € G, l'application x — g + x et 'application z — x + g sont des
automorphismes de (G, <). On obtient le résultat par composition. ([

COROLLAIRE 6.3. Soient a et b deux éléments d’un groupe ordonné G. Alors
{a,b} admet une borne inférieure si et seulement si {a,b} admet une borne supé-
rieure, et [’identité modulaire

a—(aANb)+b=aVb
est alors satisfaite.

PREUVE. Rappelons que pour tout € G, on note | x (resp., T x) 'ensemble
des minorants (resp., majorants) de x dans G. Alors, par le Lemme 6.2, ¢, est un
isomorphisme de (| anN | b, <) sur (T ¢(a) N T P(b),>). Mais ¢y p(a) =a—a+b=1>
et ¢op(b) = a —b+b = a, donc ¢, est un isomorphisme de (Ja N | b, <) sur
(Tan71b,>); donc le premier ensemble admet un plus grand élément (qui est alors
a AD) si et seulement si le second admet un plus petit élément (qui est alors a V b),
et alors a Vb = ¢q(a Ab), d’olt la conclusion. O

83
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En particulier, un groupe ordonné G est réticulé si et seulement si (G, <) est un
treillis (on utilise donc “réticulé” comme ’adjectif correspondant au nom “treillis”).
Ce treillis n’est borné que quand G est trivial, i.e., G = {0}.

EXEMPLE 6.4. Pour tout espace topologique X, le groupe additif des appli-
cations continues de X vers R (traditionnellement noté C(X)), muni de 'ordre
“naturel” (défini par f < g si et seulement si f(z) < g(x), pour tout x € X) est un
groupe réticulé. De plus, pour tous éléments f et g de C(X), fV g et f A g sont
respectivement définis par

(Vz € X)((fV g)(z) = max{f(z),g(z)}),
(Vz € X)((f A g)(x) = min{f(z), g(x)}).
(exercice: écrire les preuves!)

Notons enfin que si G est un groupe réticulé, alors x — —x est un isomorphisme
de (G,+,0, <) sur (G,+',0,>) (ou z+'y = y+ x pour tous z, y dans G) et que ce
dernier est aussi un groupe réticulé. Par suite, nous obtenons aussi un principe de
dualité pour les groupes réticulés:

PRINCIPE DE DUALITE. Si 0 est un énoncé (formulé, par exemple, dans le
langage (4,0, <,V,A)) satisfait par tout groupe réticulé, alors l’énoncé “dual” de
0, obtenu en remplacant dans ce dernier < par >, A par V et V par A, est aussi
satisfait par tous les groupes réticulés.

Pour en revenir a l'identité modulaire, cette derniere prend, dans les groupes
réticulés abéliens, la forme
a+b=aAb+aVb.

En prenant pour G le groupe additif de R muni de l'ordre usuel, on retrouve
I'identité classique

a + b = max(a,b) + min(a, b).
En prenant pour G le groupe multiplicatif des nombres rationnels strictement posi-
tifs, ordonné par divisibilité, on retrouve l'identité classique

a-b=pged(a,bd) - ppem(a, b).
Le Corollaire 6.3 est spécifique aux groupes ordonnés (et a certains monoides or-
donnés)—woir 'Exercice 6.1.

COROLLAIRE 6.5. Tout groupe réticulé satisfait l’énoncé
(Vz,y)(z = (zAy) +y =2 Vy).

De fagon plus générale, en utilisant encore le fait que pour tout groupe ordonné
G et pour tout g € G, x — g+ x et x — x + g sont des automorphismes de (G, <),
on obtient les identités (infinitaires) suivantes:

a+ /\ X+b= /\(a +X+0) si X est une partie non vide minorée de G
a+ \/ X+b= \/(a +X+0) si X est une partie non vide majorée de G
a— /\ X+b= \/(a +(=X)+0) si X est une partie non vide minorée de G
a— \/X +b= /\(a +(=X)+0) si X est une partie non vide majorée de G.

Ici, le sens de “identité” signifie la chose suivante: s =t est une identité, quand
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“s est défini si et seulement si ¢ est défini, et alors s = ¢”.

En particulier, dans tout groupe réticulé, les identités suivantes sont satisfaites:
(—a)V(=b) = —(aAb);  (~a)A(=b) = —(aVb).
On peut alors déduire de tout cela d’autres identités, comme par exemple
aNb+cevd=(anb+c)V(anb+d)=((a+c)N(b+c)V ((a+d) A (b+d)),

etc. (la convention est en général que A et V lemportent sur +, par exemple
aNb+ec=(aNnd)+c).

Ce n’est pas dans ce sens-la que ’on doit prendre les “identités de distributivité”
(comme le montrera I’exemple qui suit):

PROPOSITION 6.6. Soit G un groupe réticulé, soient a € G et X C G. Si X
admet une borne supérieure, alors a AN X admet ausst une borne supérieure, et

a/\\/X:\/(a/\X).

De méme, si X admet une borne inférieure, alors a V X admet aussi une borne

inférieure, et
a\//\X = /\(a\/X).

PREUVE. Prouvons, par exemple, la premieére identité. Posons b =\/ X. Alors
pour tout x € X, aAx < aAb, donc a A b est un majorant de a A X. Soit
c un majorant de a A X. Pour tout z € X, l'identité modulaire entraine que
aVb>aVr=a—aAx+x>a—c+x. Parsuite, en prenant la borne supérieure
des deux membres, on obtient aVb > a—c+b, ou encore, en appliquant de nouveau
I'identité modulaire, a —a Ab+b > a—c+b, d’ou aAb < c. Par suite, a Ab est bien
le plus petit majorant de a A X, c.d.d. \/(a A X). La seconde identité s’obtient de
la premiere par dualité. [l

EXEMPLE 6.7. Prenons G = Z x Z, muni de son ordre naturel, a = (1,0), et
X ={(0,n) | n € N}. Alors pour tout z € X, aAz = 0, donc \/(aAX) = \/{0} =0;
cependant, \/ X n’est pas défini (i.e., X n’admet pas de borne supérieure dans G).

COROLLAIRE 6.8. Dans un groupe réticulé, N\ et V sont distributives l'une par
rapport & Uautre (i.e., tout groupe réticulé est un treillis distributif).

PROPOSITION 6.9. Soit G un groupe réticulé (non nécessairement commautatif ).
Alors Gt satisfait la propriété de raffinement.

PREUVE. Soient a, a’, b, et b’ dans Gt tels que a+a’ = b+1’'. On montre que
le tableau suivant est une matrice de raffinement:

b b
a aAb —(anb)+a (6.1)

a | —(aAnb)+Db N
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Il est trivial que a = aAb+ (—(aAb) +a) et b=aAb+ (—(a Ab)+b). D’autre
part,

—(aAb)+a+ad Ab =—(aAb)+ (a+d)A(a+D)
=—(aAb)+ (b+bV)A(a+b)
=—(aAb)+bAa+V
et, de méme,
—(aAb)+b+ad AV =—(anb)+ (b+d)A(b+1)
=—(aAb)+ (b+d)A(a+d)
=—(aAb)+bAa+ad
=d.
Donc le tableau (6.1) est une matrice de raffinement. Il reste & conclure que les

coefficients de cette matrice appartiennent & G, ce qui est trivial. ([

Notons que d’apres I'Exercice 5.4(e), G satisfait la propriété de raffinement
commutant. Nous n’aurons pas besoin de ce résultat, aussi ne donnerons-nous pas
ici de détails sur ce point.

Bien que l’on puisse déduire facilement la proposition suivante de la propriété
de raffinement, une preuve directe en est encore plus facile:

PRrROPOSITION 6.10. Tout cone positif d’un groupe réticulé satisfait I’inégalité
suivante:

aN(b+c)<anb+aAic, pourtousa,b, c.
PREUVE. Une vérification immédiate:
anN(b+c)=an(a+c)AN(b+c)
=aA((aNnb)+c)
=aA((anb)+a)A((aAb)+c)
=aA((anb)+ (aNc))
<aAb+aAlec. O
COROLLAIRE 6.11. Pour tous éléments a, b, et ¢ d’un groupe réticulé,
aANb=aNc=0=aAN(b+c)=0,
aVb=aVe=0=aV (b+c¢)=0.
PREUVE. Le premier énoncé résulte immédiatement de la Proposition 6.10. Le

second énoncé s’obtient du premier par dualité. O

DEFINITION. Deux éléments a et b d’'un groupe réticulé sont orthogonaux, ce
que nous noterons a L b, quand a A b = 0.

Notons que a L b entraine que a > 0 et b > 0. Si par exemple G est le groupe
multiplicatif des nombres rationnels strictement positifs, ordonné par divisibilité,
a L b signifie que a et b sont premiers entre eux (les décompositions en facteurs
premiers sont disjointes).

Un résultat facile mais trés important est alors le suivant:
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PROPOSITION 6.12. Pour tous éléments a et b d’un groupe réticulé,
siaANb=0, alorsa+b=b+a=aVb.

PrREUVE. En utilisant l'identité modulaire pour le couple (a,b) puis pour le
couple (b, a), on obtient respectivement a Vb=a—0+bet bVa=b—0+a, dou
la conclusion puisque a Vb =1>bV a. ([l

NOTATION. Pour tout élément a d'un groupe réticulé, on pose a™ = a VvV 0 et
a” = (—a)t = (—a) V0. Notons que a* et a~ sont positifs.
LEMME 6.13. Soit G un groupe réticulé.
(a) Pour tout élément a de G, a™ L a~ eta=a" —a".
(b) Pour tous éléments b et c de G, sib L ¢, alors (b—c)t =b et (b—c)” =c.
(c) Pour tous éléments a et b de G, (a+b)" <at+b" et (a+b)~ <b” +a".
PREUVE. (a) Tout d’abord, puisque a™ et a~ sont positifs, a™ Aa™ > 0. Ré-
ciproquement, en utilisant le Corollaire 6.8 (et, en fait, la distributivité dans le cas
fini), on obtient
atAa” =(aVO)A((—a)V0)=(aA(—a)) VO,
il suffit donc de montrer que z = a A (—a) est inférieur ou égal 4 0. Mais 2z <
a+ (—a) =0, dou 2z V0 =0. Il ensuit que
2xVv0)=zV0+zVv0=(x4+2VvV0)V(0+2V0)
=(x+x)V(x+0)V(0+z)V(0+0)
=2zVaV0
=z V0,
d’ot1, en simplifiant,  V 0 = 0. Par suite, z < 0, et donc a* Aa~ = 0.
De plus, Iidentité modulaire appliquée a (a,0) donne a — (a A0) = a V0, i.e.
a+a =at,dota=at —a .
(b) En utilisant la Proposition 6.12, on obtient (b—c)™ = (b—c)V0 = (bVe)—c =
(b+c¢) — ¢ = b; par suite, (b—c)” = (c—b)T =c.
(c) Puisque 0,a < at et 0,b < b7, ona0,a+b<at +b", dot (a+b)T <
at +bT. Par suite, (a +b)" =(=b—a)T < (=0T +(—a)t =b" +a". O
Par suite, (a™,a™) est le seul couple d’éléments orthogonaux (b,c) tel que

a=b—c, et a’ et a” commutent (a™ +a~ =a~ +a™). Notons aussi que, par le
Lemme 6.13(a), tout groupe réticulé est dirigé.

LEMME 6.14. Pour tout m € N et pour tous éléments b et ¢ d’un groupe réticulé,

bl c=— mbl mec

PrREUVE. Par le Corollaire 6.11 et par un raisonnement facile par récurrence,
b L c entraine que b 1 mc. Le méme raisonnement donne alors mb L mc. O

COROLLAIRE 6.15. Pour tout m € N et pour tout élément a d’un groupe
réticulé,
(ma)t =m(a™) et (ma)” =m(a™).
PREUVE. Puisque a = a™ — a~ (Lemme 6.13(a)) et que a™ et a~ commutent,
ma = m(a*)—m(a™). Mais m(a™) et m(a™) sont, par le Lemme 6.14, orthogonaux:
par suite, par le Lemme 6.13(b), (ma)™ = m(a™) et (ma)~ = m(a™). O
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COROLLAIRE 6.16. Pour tout m € N\{0}, tout groupe réticulé satisfait I’énoncé
(Vz)(ma > 0=z > 0).

En particulier, tout groupe réticulé est sans torsion.

PREUVE. Si mx > 0, alors (mz)~ =0, i.e., m(z~) = 0 par le Corollaire 6.15.
Puisque m > 1, on obtient 0 < 2= < m(z~) =0, dou = = 0, c.a.d. = > 0.
L’absence de torsion s’ensuit immédiatement. O

Notons qu’il existe (voir par exemple 'Exercice 6.9) des groupes réticulés non
commutatifs ayant des éléments a et b tels que 2a = 2b mais a # b. En particulier,
bien que tout groupe réticulé abélien soit non perforé, il existe des groupes réticulés
2-perforés.

DEFINITION. Pour tout élément a d’un groupe réticulé G, on note |a| = aV(—a)
la wvaleur absolue de a.

PROPOSITION 6.17. Soit G un groupe réticulé.

(a) Pour tout a € G, |a] =a™ +a~ > 0.

(b) Pour tout a € G, |a| est le plus petit élément x de G tel que —x < a < x.

(¢) Pour tout a € G et pour tout m € Z, |m - a| = |m| - |al.

(d) Pour tous a et b dans G,

la+0| < (Ja] + [6]) v (|b] + |a]) < |a] + [b] +|al.

PREUVE. (a) Posons b = |a|. Puisque b > a et b > —a, 20 > a—a = 0,
donc, par le Corollaire 6.16, b > 0. Par suite, a™ +a~ = aV 0+ (—a) V0O =
(a—a)V(a+0)V(0—a)V(0+0)=aV(—a)V0O=>bV0=>0.

(b) Pour tout z € G, —x < a < z si et seulement si a < z et —a < z, si et
seulement si |a| < z; d’out (b).

(¢) Tout d’abord pour m = —1, on obtient | —a| = (—a) Va = a V (—a) =
la]. Pour m € N, on obtient, en utilisant le (a) puis le Corollaire 6.15, |ma| =

(ma)™ + (ma)” =m(a™) + m(a™); mais a* et a~ commutent (6.12 et 6.13), d’ott
|ma| = m(a™+a~) = mlal|. Le cas m < 0 s’obtient alors en utilisant le cas m = —1.
(d) la+bl = (a+b)V(=b—a) < (la| +[b]) v (o] +[a]) < la| + [b] +[a]. O

Voir 'Exercice 6.5 pour régler le cas de l'inégalité triangulaire. Une autre
application de ce qui précede est la suivante:

PROPOSITION 6.18. Un groupe réticulé est archimédien si et seulement si il est
intégralement clos.

PREUVE. Tout groupe ordonné intégralement clos est archimédien. Récipro-
quement, soit G un groupe réticulé archimédien. Soient a et b dans G tels que pour
tout n € N, 'inégalité na < b est satisfaite. Alors b > 0 (prendre n = 0), donc pour
tout n € N, (na)™ < b, donc, par le Corollaire 6.15, n(a*) < b; puisque b > 0 et
a®™ >0, on obtient (Vn € Z)(n(at) < b, d’olt, puisque G est archimédien, a™ =
Par suite, a < 0. ]

Nous allons a présent essayer de trouver un analogue du “théoreme de Cayley
pour les groupes ordonnés” (voir Proposition 5.9). Le probléme est nettement plus
difficile (mais, comme nous allons le voir, pas si difficile que g¢a), car il existe des
ensembles ordonnés dont le groupe ordonné d’automorphismes n’est pas un groupe
réticulé. Aussi allons-nous nous concentrer sur les ensembles totalement ordonnés.
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PRrROPOSITION 6.19. Soit T une chaine. Alors le groupe ordonné AutT des
automorphismes de T est réticulé, et pour tous éléments f et g de AutT,

o [ £V () = max{f(@).g(a),
(et {f A gle) = min{ f(z), g(2)}

PREUVE. Soient f et g deux éléments de AutT. Soient h et k les applications
de T vers T définies par

h: @ — max{f(z),g(x)},
ki — min{f(z),g(x)}.

Par suite, dans le treillis des applications de T vers T' (muni de l'ordre “composante
par composante”), h = fVget k= f Ag. On montre d’abord que h et k appartien-
nent & AutT. Puisque T est totalement ordonné (voir & ce sujet 'Exercice 6.7!!),
il est facile de voir que T satisfait 1’énoncé

(Vs t,8',t')((s < &' et t <t') = (max{s,t} < max{s’,t'} et min{s,¢} < min{s’,t'})).

Par suite, h et k sont strictement croissantes. Il reste & montrer (puisque T' est
totalement ordonné) qu’elles sont surjectives; montrons le par exemple pour h.
Soit donc y € T’; posons x = f~1(y) et 2’ = g~ (y). Siy > go f~(y), alors h(z) =
max{y, go f~(y)} = y; sinon, puisque T est totalement ordonné, g~ (y) < f~1(y),
d'ott fogl(y) <y, dou h(z') = max{f og (y),y} = y. Dans les deux cas, y
appartient & I'image de h. Ainsi, h appartient & AutT. De méme, k appartient a
AutT.

Par suite, Aut T est un sous-treillis de (77, V, A). Il reste & vérifier que I’ordre
sur Aut 7" est compatible avec sa structure de groupe, i.e., pour tous f, g, et h dans
AutT, f < g implique foh < goh et ho f < hog: mais ceci résulte trivialement
du fait que les éléments de Aut T sont des applications croissantes. O

Afin de démontrer ’analogue pour les groupes réticulés du théoreme de Cayley,
nous aurons besoin de la notion de sous-groupe solide, qui est I’analogue dans le
cas des groupes réticulés de la notion de sous-groupe:

DEFINITION. Soit G un groupe réticulé. Une partie C de G est dite solide
quand elle satisfait 1’énoncé suivant:

(Ve e G)Vy € C)(|z| < ly| =z € C).
Un sous-groupe solide I de G est dit premier quand I’énoncé suivant est satisfait:
(Vo,y e G)(zAyel= (xelouyel)).

En particulier, toute partie solide est stable par la fonction x +— |z| et par la
fonction x — —z. Nous noterons C(G) I'ensemble des sous-groupes solides de G.

LEMME 6.20. Soit I un sous-groupe d’un groupe réticulé G. Alors I est un
sous-groupe solide de G si et seulement si I est un sous-groupe convere de G qui
est clos par les opérations N et V.

PREUVE. Supposons d’abord que G est un sous-groupe convexe de G qui est
clos par les opérations A et V. Soient z, y € G tels que |z| < |y| et y € I. Nous
montrons que x € I. Puisque |y| =y V (—y), y € I, et I est un sous-groupe stable
par V, |y| appartient & I. Puisque —|y| < = <|y|, |y| € I, et que I est convexe, x
appartient a I.
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Réciproquement, soit I un sous-groupe solide d’un groupe réticulé G. Soient
a, b el etsoit c e G tel que a <c<b On montre que ¢ € I. En utilisant les
propriétés élémentaires de la valeur absolue, on obtient

—(la[+bf) < —la] <a < e <b<[b] < a| + 0],

d’out |¢| < |a] + |b]. Mais |a| + |b| est un élément positif de I, d’ou ¢ € I.

On montre maintenant que I est stable par V et A. Soient donc a et b dans I.
On a alors

—(lal + o) < =(la[ V [b]) = (=[a[) A (=[b]) Canb<aVb<la| Vo] < la| + 0],

donc a Ab € I etaVbe I puisque |al + [b] € I et I est un sous-groupe solide
de G. O

L’analogue du Lemme 6.20 échoue pour les parties quelconques (i.e., non né-
cessairement des sous-groupes) d’un groupe réticulé, comme le montre I’exemple
suivant: munissons G = Z x Z de son ordre usuel, et soit I = {(z,—z) | € Z}.
Alors I est un sous-groupe convexe de (G, mais ce n’est pas un sous-groupe solide
de G.

LEMME 6.21. Soit C' une partie solide d’un groupe réticulé G. Alors le sous-
groupe de G engendré par C est solide.

PREUVE. Si C est vide, le résultat est trivial. Supposons donc C' non vide.
Soit H la partie de G définie par

H= {x €G| (I eN)Ficnzi €CNGT) <|x| < Zml> } .
i<n

Par définition, H est une partie solide de G. Pour tout = € C, |z| € C car C est
solide, donc z € H; d’ou C' C H. Montrons que H est un sous-groupe de G. 11
est immédiat que H est stable par  — —x. Soient maintenant = et y dans H. Il
existe donc deux entiers naturels m et n et deux suites finies (x;)i<m €t (¥j)j<n
d’éléments de C'N G telles que |z < 35, @ et [y] < 37, y;. Par suite, en
utilisant la Proposition 6.17(d), [z +y| < 32, ., &i + 2, Yj + 2_icy, T4, et done
x+y € H. Ceci montre que H est un sous-groupe de G.

Pour conclure, il suffit donc de montrer que tout élément de H est une somme
d’éléments de C. Soit donc = € H. Par définition, il existe un entier naturel n et
une suite finie (x;)i<, d’éléments de C'N G tels que |z| < Y., x;. Par suite,
T, x7 < > i<n Zi- En appliquant la Proposition 6.9 (propriété de raffinement) puis
le Lemme 5.6 (propriété de décomposition de Riesz), on obtient deux suites finies
(2})ic<n et (@])icp d’éléments de G telles que ™ =37, xi etz =3, a7 et
pour tout ¢ < n, 0 <z}, 2} < x;. Puisque C est solide et les z; appartiennent & C,
les o} et les zf appartiennent aussi & C', donc aussi les —a puisque C est solide.
Par suite, z =2t —a~ =3, @i+ >, (—2_;_) est une somme d’éléments de
C.

Ainsi, H est le sous-groupe de G engendré par C, d’ou la conclusion. (]

NOTATION. Si a est un élément d’'un groupe réticulé G, alors nous noterons
G|a le sous-groupe solide de G engendré par a.
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Il est facile de voir que Gla = {z € G | (3In € N)(|z| < nla])}.
Pour le Corollaire suivant, nous renvoyons au Chapitre 3 pour la définition
d’une algebre de Heyting complete.

COROLLAIRE 6.22. Soit G un groupe réticulé. Alors (C(G),C) est une algébre
de Heyting compléte (donc, en particulier, un treillis distributif borné).

PREUVE. Il est immédiat que l'intersection d’une famille quelconque de sous-
groupes solides de G est un sous-groupe solide de G. Par suite, (C(G),C) est
un treillis complet, dans lequel la borne inférieure d’une famille est l'intersection
de cette famille. Soient donc A € C(G) et X C C(G), il s’agit de montrer que
ANV X =V xex(ANX). Linclusion ANV X 2V yxcy (AN X) est triviale. Ré-
ciproquement, soit a un élément positif de AN\/X. Puisque, par le Lemme 6.21,
V X est le sous-groupe engendré par |JX, il existe n € N et une suite finie (a;)i<n
d’éléments de | JX tels que a = ), _, a;. Par suite, 0 <a <7, |a;] avec les |a;]
dans |J X, donc, en appliquant de nouveau la propriété de décomposition de Riesz,
on obtient z; (i < n) dans G* tels quea =3, x; et (Vi <n)(0 < z; < |a;]). Par
suite, les z; sont tous compris entre 0 et a, donc il appartiennent & A; et pour tout
i < n, il existe X; € X tel que z; € X;, dou z; € AN X;. Par suite, a appartient
a Vxex(ANX). Puisque AN\/ X est un sous-groupe solide de G, il est engendré
par ses éléments positifs, et on en déduit donc finalement 1’égalité. O

DEFINITION. Soit G un groupe réticulé, et soit X une partie de G. La polaire
de X, notée X+, est 'ensemble des éléments g de G tels que (Vx € X)(|g| L |z]).

Notons que si g appartient & la polaire de X, alors pour tout € X, |g| L |z|
(c’est triviall); donc g appartient a la polaire de la partie solide Y de G engendrée
par X. Par suite, par le Corollaire 6.11, g appartient a la polaire du sous-groupe de
G engendré par Y, qui est, par le Lemme 6.21, le sous-groupe solide de G engendré
par X. Au total, la polaire de X est égale a la polaire du sous-groupe solide de G
engendré par X. Par suite, en reprenant les notations du Chapitre 3, les polaires
de G sont exactement les éléments “fermés” de l’algébre de Heyting compléte C(G).
Par suite, d’apres la Proposition 3.12, I’ensemble des polaires de G est une sous-al-
gébre de Boole de C(QG), et c’est une algébre de Boole compléte.

Notons aussi qu'un sous-groupe solide I dun groupe réticulé G n’est pas
forcément un sous-groupe distingué de G (voir 'Exercice 6.4), bien que 1’on puisse
définir, pour tout £ = x+7I dans G/I et tout y dans G le “translaté” y+& = (y+x)+1
(indépendant du représentant x € £ choisi). Cependant, bien que 1’ensemble G /T
des classes a gauche de G modulo I ne soit pas nécessairement un groupe, il garde
une structure intéressante de treillis:

LEMME 6.23. Soit I un sous-groupe solide d’un groupe réticulé G. Alors G/I
peut étre muni d’une relation d’ordre < par

v+ I<y+Il+ (—y+a)tcl,

et cette relation d’ordre munit G/I d’une structure de treillis distributif. De plus,
la projection canonique x +— x + I est un homomorphisme surjectif de (G,V,N\) sur
(G/I,V,N). Enfin, < est “compatible a gauche” sur G/I, dans le sens ot pour tous
€ et n dans G/I et pour tout z € G, £ < n implique que z +&§ < z + 1.

PrREUVE. Tout d’abord, on montre que pour tous £ et n dans G/I, la relation
(—y +x)* € I ne dépend pas du couple (z,y) € £ x 5 choisi. Soient donc z et
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x' dans € et y et y' dans 5, et supposons que (—y + x)* € I. Par définition,
E=x+I=2'4Tetn=y+I =y +I,doncu=—-xz+z" etv=—-y+y
appartiennent & I. Par suite, —y' +2' = —(y+v)+z+u=—v+ (—y+ )+ u,
et donc, par le Lemme 6.13(c), 0 < (=3 + 2')" < (=v)* + (—y + )" + u™; mais
(—y + z)* appartient & I, et, par le Lemme 6.20, (—v)* et u™ appartiennent & I:
par suite, en utilisant la convexité de I, (—y’ +2’)T € I. Ainsi, la définition de <
sur G/I est cohérente.

On montre alors que < est une relation d’ordre sur G/I. Elle est évidemment
réflexive (car 0 € I). Soient £ = z + I et n = y + I dans G/I tels que £ < 7
et n < & Soit z = —y + z. Par définition, 2T et 2~ appartiennent & I, donc
aussi |z| = 2T + 27; par suite, z € I, i.e., x + 1 = y + I, soit £ = n: donc < est
antisymétrique. Soient enfin E =z + I, n=y+ 1 et ( = z+ I dans G/I tels que
¢ < netn < Par définition, (—y + x)* et (—z + y)* appartiennent & I. Mais
0<(—z+2)"=((—2+y)+(—y+a)" <(—z4+y)t+(—y+a)" avec0 € I et
(—z24+y)T + (~y+2)" €I, don (=2 + )" € I par convexité de I; donc & < (.
Ainsi, < est une relation d’ordre sur G/1I.

Soit alors m: G — G/I, * — x + I la projection canonique; il est connu
que 7 est surjective. Si z et y sont deux éléments de G tels que z < y, alors
(—y+x)t =0¢€ I donc w(x) < m(y): donc 7 est croissante. Pour conclure, il suffit
donc de montrer que pour tous x et y dans G, w(z Vy) (resp., m(x Ay)) est la borne
supérieure (resp., inférieure) de {m(x),n(y)} dans G/I. Tout d’abord, puisque 7
est croissante, m(z A y) < 7w(z),7(y) < m(x Vy). Soit maintenant ¢ = z + I
dans G/I. Si w(x),7(y) < (, alors (—z + 2)* et (—z + y)T appartiennent & I,
d’ot1, en revenant & la définition de l'opération T et en utilisant la stabilité de I
par V, ((mz+2)VO) V ((—z+y) V0) € I, d’ou, les translations de G étant des
automorphismes de G, (—z+ (z Vy))* € I, ce qui signifie que 7(z Vy) < 7(z) = ¢.
Par suite, m(z V y) est bien la borne supérieure de {7 (z),7(y)} dans G/I.

Si par contre ¢ < w(z),7(y), alors (—z + 2z) V0 et (—y + z) V 0 appartiennent
a I, d’on, puisque I est stable par V, ((—x +2) VO0)V ((—y + 2) V0) € I, d’on,
les translations de G étant des automorphismes de G, (—(z Ay) +2) V0 € I, ce
qui signifie que 7(z) < w(x A y). Par suite, m(z A y) est la borne inférieure de
{m(z),n(y)} dans G/I.

Alinsi, 7 est un homomorphisme surjectif de (G, V, A) sur (G/I,V,A). Puisque
(G, V, A) est distributif, il s’ensuit immédiatement que (G/I,V, A) est distributif.

Enfin, soient ¢ =x + I et n =y + I dans G/I et z dans G tels que £ <, i.e.,
(—y+a)T €l. Alors (—(z+y)+(z+a)T=(—y—z+z+2)" =(—y+a)t €1,
d’ot, par définition, z+¢& < z+n. Donc < est compatible a gauche au sens indiqué
ci-dessus. (]

LEMME 6.24. Soit I un sous-groupe solide d’un groupe réticulé G. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes:
(i) I est premier;
(i) (Vz,y € G)(zAy=0= (z €l ouyel));
(iii) L’ordre naturel sur G/I est total.

PREUVE. (i)=(ii) est trivial.
Supposons (ii) réalisé. Soient & = x + I et n = y + I deux éléments de G/I.
Posons z = —x + y. Puisque, par le Lemme 6.13(a), 2+ A 2~ = 0, on obtient, par
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I’hypothese (ii), que z+ € T ou 2~ € I. Si 2T € I, alors < £ par définition; si
27 €1, ie(—2)t €I, alors (—y+x)T € I, donc £ < i par définition. Par suite,
Pordre sur G/I est total. Donc (ii)=-(iii).

Supposons finalement que (iii) soit réalisé. On montre que I est premier. Soient
donc z et y dans G tels que x Ay € I. Alors (x+ ) A(y+1)=(zAy)+1=1,
mais puisque < est un ordre total sur G/I, (z + I) A (y + I) est soit = + I, soit
y+I: parsuite, t+ [ =Touy+I=1I ie,x€louyecl. ([

La définition suivante est fondamentale; elle joue par exemple le méme role
dans la théorie des groupes réticulés que la notion d’ultrafiltre dans la théorie des
algebres de Boole.

DEFINITION. Soit G un groupe réticulé, soit a un élément de G. Un sous-
groupe solide I de G est une valeur de a quand I est maximal (pour I'inclusion)
dans ’ensemble

{J | J est un sous-groupe solide de G et a ¢ J}.

Notons que 0 appartient a tout sous-groupe solide de G, il n’a donc “pas de
valeur”. Par contre, en utilisant le Lemme de Zorn, on obtient le (a) du lemme
suivant:

LEMME 6.25. Soit G un groupe réticulé.

(a) Tout élément non nul de G admet une valeur.
(b) Toute valeur d’un élément non nul de G est un sous-groupe solide premier
de G.

Notons que la réciproque de (b), en dépit de ce qu’affirment certaines références,
est fausse, voir ’Exercice 7.14 pour un contrexemple.

PREUVE. (a) Soit a € G \ {0} et soit € I’ensemble des sous-groupes solides J
de G évitant a (i.e., tels que a ¢ J). Alors {0} € & et il est facile de vérifier que
(€,C) est inductif. Par le lemme de Zorn, & admet un élément maximal, qui est,
par définition, une valeur de a.

(b) Soit @ € G\ {0} et soit I une valeur de a. Soient x et y dans G tels
que x Ay = 0. Supposons que = ¢ [ et y ¢ I, et posons X = G|z et Y = Gly.
Pour tout z € X NY, il existe n € N tel que |z| < nz et |z| < ny, donc, puisque
nx L ny, z = 0: ainsi, X NY = {0}. Par suite, puisque C(G) est un treillis
distributif (Corollaire 6.22), I = (X VI)N(Y VI). Puisque z ¢ T et y ¢ I, X VI
et Y V I contiennent tous deux strictement I, et donc, puisque I est une valeur de
a,a € XVIetaecYVI; par suite, a appartient a I'intersection, qui se trouve étre
I: une contradiction. ]

En particulier, une conséquence immédiate du (a) du Lemme 6.25 est que 'in-
tersection des valeurs des éléments de G est réduite & {0}. Nous noterons par la
suite R(G) ensemble des valeurs des éléments de G \ {0}. Alors R(G) joue un réle
similaire a celui de I'espace de Stone dans le cas des algebres de Boole.

Par la suite, si G et H sont deux groupes réticulés, un ¢-homomorphisme
f: G — H sera évidemment un homomorphisme de groupes de G vers H tel que
pour tous x et y dans G, f(z Ay) = f(x) A f(y) (et donc, par I'identité modulaire,
flzVvy) = f(z)V fly)) (voir I'Exercice 6.11).
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Notons que I'analogue du Lemme suivant pour les groupes ordonnés n’est pas
vrai:

LEMME 6.26. Soient G et H deux groupes réticulés et soit f: G — H un £-
homomorphisme. Alors f est un (-plongement (i.e., un {-isomorphisme sur son
image) si et seulement si Ker f = {0}.

PREUVE. Si f est un f-plongement, il est trivial que Ker f = {0}. Récipro-
quement, supposons que Ker f = {0}. Puisque f est un {-homomorphisme, il reste
a vérifier que pour tous x et y dans G, f(z) < f(y) implique que z < y. Or, si
f(2) < f(y), alors f(@ Ay) = F() A F(y) = f(), d'oi f(z Ay —z) =0, d'ot, par
hypothese, x Ay —2x =0, i.e., z < y. (]

LEMME 6.27. Soit I un sous-groupe solide premier d’un groupe réticulé G.
Alors on peut définir un £-homomorphisme py de G vers Aut(G/I), en définissant,
pour tout a € G,

pr(a): G/I - G/I, x+1—a+x+1,

et le noyau de pr est contenu dans I.

PREUVE. Par le Lemme 6.23, la définition de p; est cohérente et py(a) est une
application croissante de G//I vers G/I. 1l est facile de vérifier que p;(0) = idg,;
et pr(a+b) = pr(a) o pr(b) pour tous a et b dans G: par suite, pour tout a € G,
pr(a) est un automorphisme de la chaine (G/I, <) (d’inverse p;(—a)). Il est de plus
évident que pour tout a € GT, py(a) > id: par suite, p; est un homomorphisme
de G vers Aut(G/I). Il reste a vérifier que c’est un ¢-homomorphisme. Soient
donc a et b dans G, on vérifie que pr(a A b) = pr(a) A pr(b). C’est, en utilisant
le Lemme 6.23, un calcul direct: pour tout = dans G, (pr(a) Apr(b))(z +I) =
pr(a)(z+I)Apr(b)(z+I) = (a+z+I)A(b+z+1) = (anb)+z+1I = pr(anb)(z+1),
d’ott py(a Ab) = pr(a) A pr(b).

Finalement, si a € Kerpy, alors a + I = pr(a)(0g/r) = Og/r = I, donc a € I:
donc Kerp; C I. O

LEMME 6.28. Soit (C;,<;)icr une famille de chaines. Alors il eriste une
chaine (C, <) telle que [[,.; Aut(Cy, <;) se plonge (en tant que groupe réticulé)
dans Aut(C, <).

el

PREUVE. Soit C = [J;c;{i} x C;. L'ordre sur C' sera obtenu en mettant les
ordres sur les C; “bout a bout” de la fagon suivante: par le théoreme de Zermelo,
il existe un ordre total (et méme un bon ordre) < sur I; on définit une relation
binaire < sur C' en posant

(i,2) < (jy) <= (i< jou (i =j et x <; y)).

Ainsi, < est un ordre de type “lexicographique”. Pour toute famille (f;);c; dans
[Tic; Aut(Cy, <), on définit f = ®((f;)icr) en posant f((i,z)) = (i, fi(x)). Il est
immédiat que f est un automorphisme de (C,<), et que ® ainsi définie est un
¢-homomorphisme injectif de [[,c; Aut(C;, <;) vers Aut(C, <), d’ou la conclusion
par le Lemme 6.26. (]

On peut alors montrer le théoreme suivant, qui est I’analogue du théoreme de
Cayley pour les groupes réticulés. C’est un résultat de Ch. Holland [Holl], qui peut
par exemple étre appliqué a la résolution du probléme des mots dans les groupes
réticulés libres [HoCl]:
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THEOREME 6.29. Tout groupe réticulé se plonge dans le groupe réticulé des
automorphismes d’une chaine.

PREUVE. Soit A une partie de R(G) telle que (1A = {0} (on peut prendre
A = R(G) lui-méme). Définissons ¢ par

¢: G— [] Aut(G/I), g~ (pr(9))rer-
IeA
En utilisant le Lemme 6.27, il est clair que g est un /~-homomorphisme; de plus, le
noyau de q est contenu dans ();., Kerpy, donc a fortiori dans (;ca I, c.d.d. {0}.
Par suite, g est injectif, et c’est donc (par le Lemme 6.26) un ¢-plongement. Par le
Lemme 6.28, il existe une chaine T" et un plongement ® du produit [[,;. Aut(G/I)

dans Aut T pour une certaine chaine 7. Alors p = ® o g est un plongement de G
dans AutT. 0

Dans la preuve du Théoreme 6.29, la chaine T' est obtenue en considérant un
certain ordre lexicographique sur la réunion (J;co{I} x (G/I), ce qui permet (en
utilisant le degré de liberté sur A) de limiter la taille de ’ensemble T—woir I'Exer-
cice 6.21.

Exercices du Chapitre 6

EXERCICE 6.1. Trouver un exemple de sup-demi-treillis borné A ayant deux
éléments a et b tels que a A b n’existe pas (alors que a V b est juste, comme dans
tout sup-demi-treillis, a + b).

EXERCICE 6.2. Montrer que les automorphismes de (R, <) sont exactement les
applications continues strictement croissantes f: R — R telles que lim,_, ., f(z) =
—00 et lim, 4o f(z) = +00.

EXERCICE 6.3. Montrer que l'identité est le seul automorphisme de (R, <) tel
que f3 =1id (f3 est bien entendu f o f o f).

EXERCICE 6.4. Soit G le groupe réticulé des automorphismes de ([0, 1], <).
(a) Montrer qu’il existe f > id et g dans G tels que f A (go fog™!) =id.
(b) Montrer qu’il existe un sous-groupe solide non distingué dans G.

EXERCICE 6.5. Montrer qu'un groupe réticulé G satisfait I’inégalité triangulaire
la + 0] < |a| 4+ |b| pour tous éléments a et b si et seulement si G est abélien.
(Indication: un sens de 'implication est fourni par la Proposition 6.17. Si G
satisfait I'inégalité triangulaire, alors, pour a et b dans G, noter que |a + b| =
| —b—al).

EXERCICE 6.6. Montrer que le groupe additif des applications dérivables de
[0, 1] vers R, ordonné naturellement, n’est pas un groupe réticulé.

EXERCICE 6.7. Montrer que méme dans un groupe réticulé abélien, x < z’ et
y <y’ n’entraine pas que z Vy <z’ V'

EXERCICE 6.8. Montrer que tout groupe réticulé archimédien est intégralement

clos.

EXERCICE 6.9. * On consideére le groupe réticulé G = Aut(R, <) donné par la
Proposition 6.17. Nous allons étudier quelques propriétés de G.



96

(a)

6. GROUPES RETICULES: UNE INTRODUCTION

Soit n un entier naturel non nul et soit p une application dérivable de R vers R,
périodique de période 1 (et rien de plus petit!) telle que (Vz € R)(|p'(x)] < 1/2).
On définit deux applications f et g de R vers R respectivement par
(Vz € R)(f(z) =z + p(z) et g(x) =z +1/n).
Montrer que f et g appartiennent & G, que n(—f 4+ g+ f) = ng (en notant + la
loi du groupe G), mais que —f + g+ f # g.
On définit deux éléments ¢ et b de G de la fagon suivante: ce sont des appli-
cations continues et affines par morceaux; ¢ est affine sur chacun des intervalles
[0, 3/8] et [3/8, 1], et #(3/8) = 3/4; ¢ est affine sur chacun des intervalles
[0, 1/4], [1/4, 5/16], [5/16, 3/4] et [3/4, 1] et ¥(1/4) = 1/4, ¥(5/16) = 11/16
et ¥(3/4) = 3/4; puis on prolonge ¢ et 1) en posant ¢p(z + 1) = ¢(x) + 1 et
P(xz+ 1) =(x) + 1 pour tout réel z.
Montrer que id < 1 0 1) < ¢ o ¢ mais que P £ ¢.
Il est & noter que G est un groupe réticulé non commutatif, donc, si I'on admet

le théoreme d’Iwasawa a venir, non intégralement clos, donc, puisque G est un
groupe réticulé, G est non archimédien.

EXERCICE 6.10. * Soit G le groupe réticulé des automorphismes de ([0, 1], <).

Une application f: [0, 1] — C est dite analytique quand f est la restriction a [0, 1]
d’une fonction analytique (i.e., holomorphe) sur un voisinage de [0, 1] dans C. Soit
G1 le sous-ensemble de G défini par

(a)

(b)

(2)

Gy = {f € G| f est analytique et (Vz € [0, 1])(f'(z) > 0)}.
Soit f: [0, 1] — [0, 1] une fonction polynomiale bijective telle que
(Vz € [0, 1)(f'(2) > 0).

Montrer que f € Gi.

Montrer que G est dense dans G pour la norme de la convergence uniforme
sur [0, 1] (Indication: on pourra d’abord approximer les éléments de G par
des fonctions de classe C! de dérivée strictement positive, puis approximer les
dérivées en question par des polynoémes strictement positifs, puis multiplier ces
derniers par une constante proche de 1 afin d’ajuster a 1 la valeur de fol P(t)dt).
En utilisant (b) et ’Exercice 6.9, montrer qu’il existe ¢ et 1) dans G telles que
id <ot < ¢o@p maisp £ ¢.

Montrer que G; est un sous-groupe dirigé de G.

Pour tout f € G tel que f > id, on définit

f:0,1] — [0, 1], z+ \/ ().

neN

Montrer que f(z) est le plus petit y > x tel que f(y) = y. Montrer sur un
exemple que f n’est pas nécessairement continue.

Soit f € Gy tel que f £ id et soit a la borne supérieure des éléments x de [0, 1]
tels que (Vy < z)(f*(y) = y). Montrer que f*(a) = a et qu’il existe b > a
dans [0, 1] tel que (Vz € |a, b[)(f(x) > z) (Indication: on rappelle que deux
fonctions holomorphes définies sur un ouvert borné connexe égales en un nombre
infini de points sont égales partout).

Montrer que G est archimédien.

Ceci nous fournit donc un exemple de groupe dirigé et archimédien, mais non

commutatif.
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EXERCICE 6.11. Soit G = C([0, 1]) le groupe réticulé des applications continues
de [0, 1] vers R. On considere 'application ¢: G — R définie par

wre6) (vt = [ ) ).

Montrer que ¢ est un homomorphisme de groupes ordonnés mais pas un ¢-homo-
morphisme.

EXERCICE 6.12. Donner des exemples d’ensembles ordonnés finis P et @) tels
que:

(i) P a trois éléments, P est non totalement ordonné, et Aut P = {idp};
(ii) P a deux éléments et Aut P n’est pas réticulé.

EXERCICE 6.13. Soient G et H deux groupes ordonnés non triviaux. Mon-
trer que le produit lexicographique G Xox H est réticulé si et seulement si G est
totalement ordonné et H est réticulé.

EXERCICE 6.14. Soit G un groupe réticulé, soit a un élément de G. Montrer
que les valeurs de a sont exactement les valeurs de |a|, mais pas forcément celles de
a™ ou de a~. Montrer cependant que si on note, pour tout x € G, val(x) I’ensemble
des valeurs de z, alors val(a) est la réunion disjointe de val(a™) et de val(a™).

EXERCICE 6.15. Montrer que si S est un sous-semi-groupe d’un groupe réticulé
G, alors il existe un plus grand sous-groupe solide H de G tel que H C S.

EXERCICE 6.16. Soit G un groupe réticulé et soit I un sous-groupe de G.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) I est un sous-groupe solide premier de G;
(ii) Pour tous sous-groupes solides A et B de G, AN B C I implique que A C I ou
B C I,
(iii) Pour tous sous-groupes solides A et B de G, AN B = I implique que A = I ou
B =1,
(iv) L’ensemble des sous-groupes solides de G contenant I est totalement ordonné
par inclusion.

EXERCICE 6.17. Soit G un groupe réticulé. On dit qu’un sous-groupe solide
I de G est régulier quand pour tout ensemble X de sous-groupes solides de G,
(X = I implique que I € X.

Montrer qu’un sous-groupe solide I de G est régulier si et seulement si I = G
ou bien il existe a € G \ {0} tel que I est une valeur de a.

EXERCICE 6.18. Soit I un sous-groupe solide premier d’un groupe réticulé G et
soit pr le £~-homomorphisme canonique de G vers Aut(G/I). Montrer que le noyau
de pr est égal & ( cq(v + 1 — ).

EXERCICE 6.19. Soit G lensemble des éléments f de C([0, 1]) qui sont des
fonctions affines, i.e., telles qu’il existe deux réels a et b tels que (Vz € [0, 1])(f(z) =
az+Db). Munissons G de la structure de groupe ordonné induite de celle de C([0, 1]).

(a) Montrer que G est un groupe réticulé.
(b) Soit f: x + x —1/2. Montrer que f V 0 n’est pas le méme dans C([0, 1]) que
dans G. En déduire que G n’est pas un ¢-sous-groupe de C([0, 1]).



98 6. GROUPES RETICULES: UNE INTRODUCTION

EXERCICE 6.20. Munissons Z? et Z3 de leur ordre naturel, et soit ¢: Z2 — Z3,
(z,y) — (z,y,x + y). Montrer que ¢ est un plongement de groupes ordonnés mais
pas un ¢-homomorphisme.

EXERCICE 6.21. Montrer que tout groupe réticulé dénombrable se plonge dans
Aut T pour une certaine chaine dénombrable T.

EXERCICE 6.22. Soit I un sous-groupe solide d’un groupe réticulé G. Montrer
que tout élément positif (i.e., plus grand que Og,; pour I'ordre naturel) de G/I est
de la forme z + I ol z € G™T.



CHAPITRE 7

Groupes réticulés représentables; groupes
totalement ordonnés

Nous allons nous concentrer dans ce chapitre sur les décompositions des groupes
réticulés; I'objectif de base est d’essayer de plonger un groupe réticulé dans un
produit de groupes totalement ordonnés, mais ceci n’est pas possible pour tous les
groupes réticulés (un contrexemple étant, encore et toujours, le groupe réticulé des
automorphismes de [0, 1]). L’analogue pour les groupes réticulés de la notion de
sous-groupe distingué pour les groupes est la suivante:

DEFINITION. Soit G un groupe réticulé. Un ¢-idéal de G est un sous-groupe
solide distingué de G. Nous noterons L(G) 'ensemble des (-idéaux de G. C’est
donc une partie de C(G) (et si G est abélien, alors L(G) = C(G)).

Voir a ce sujet I’Exercice 7.10.

Nous avons vu au Chapitre 6 (Lemme 6.23) que si I est un sous-groupe solide
d’un groupe réticulé G, alors G/I est muni d’une structure naturelle de treillis.
Dans le cas d’un ¢-idéal, cette structure s’enrichit de la structure de groupe, et
les deux sont compatibles, ce qui fournit ’analogue pour les groupes réticulés du
premier théoréme d’isomorphisme:

THEOREME 7.1.

(a) Soit I un (-idéal d’un groupe réticulé G. Alors G /I, muni de ses structures
naturelles de groupe et d’ensemble ordonné, est un groupe réticulé, et la
projection canonique de G sur G/I est un £-homomorphisme surjectif,
envoyant G sur (G/I)*.

(b) Soit f: G — H un ¢-homomorphisme de groupes réticulés. Alors Ker f
est un l-idéal de G, et [ induit un £-isomorphisme de G/ Ker f sur Im f.

PREUVE. (a) Tout ce qu’il reste & faire est de montrer que 'ordre sur G/I
est compatible avec la structure de groupe. Soient donc é = x+ I, n =y + I, et
¢ = z+ I trois éléments de G/I tels que £ < n; on montre que ( +& < (+n et
€+ ¢ <n+ ¢ 1 sagit de montrer respectivement que (—(z +y) + 2z +x)" € I et
que (—(y+2)+x+2)" € I. La premicre assertion résulte du Lemme 6.23. Pour la
seconde assertion, notons que 7: t — —z 4+t + 2 est un f-automorphisme (intérieur)
de G, ot (—(y+2)+x+2)" = (—2z—y+a+2)* = (1(~y+a)t =1((~y+2)*);
mais (—y + )t € I et I est distingué dans G, d’ot 7((—y + z)) € I. Le fait que
la projection canonique de G sur G/I soit un ¢-homomorphisme surjectif résulte
du résultat correspondant sur les groupes et du Lemme 6.23. Enfin, si { =z + [
appartient & (G/I)T, alors, par définition, 2~ appartient & I, donc & = 2 + I =
(xt —27)+1 =27 + I appartient & I'image de GT par la projection canonique.
Ceci conclut la preuve de (a).

99
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(b) Soit I = Ker f. Puisque f est un homomorphisme de groupes, I est un
sous-groupe distingué de G. Siz € G et y € I et |z| < |y|, alors |f(x)] = f(|z]) <
flyl) = |f(y)] = 0, dou f(x) = 0, d’ot x € I. Par suite, I est (-idéal de
G. Puisque I est un sous-groupe distingué de G, f induit un homomorphisme de
groupes g de G/I vers H. Il résulte de la théorie des groupes élémentaire que g est
injectif, c’est en fait un isomorphisme de groupes de G/I sur Im f. De plus, par le
Lemme 6.23, pour tous { =z +1T et n=y+1 dans G/I, g(€Vn) =g((zVy)+1) =
fl@vy) = f(z)V f(y), et idem pour A. Par suite, g est un ¢-homomorphisme. En
particulier, Im f est un sous-groupe réticulé de H et g est un f-isomorphisme de
G/I sur Im f. O

On montre alors, en utilisant le résultat correspondant en théorie des groupes,
la Proposition suivante:

PROPOSITION 7.2. Soit I un £-idéal d’un groupe réticulé G et soit p: G — G/I
la projection canonique. Alors J w— p~1[J] établit un isomomorphisme de treillis
du treillis des sous-groupes solides (resp., £-idéaux) de G/I sur le treillis des sous-
groupes solides (resp., £-idéauz) de G contenant I, d’inverse J — p[J].

PREUVE. Soit € (resp., &) le treillis des sous-groupes de G/I (resp., des sous-
groupes de G contenant I). Il est connu que ¢: J — p~1[J] est une bijection de &
sur &, d’inverse ¢: J +— p[J], et que les deux bijections échangent les sous-groupes
distingués de part et d’autre. De plus, puisqu’elles sont évidemment croissantes
(pour P'inclusion), ce sont des isomorphismes de treillis. Donc tout ce qu’il reste a
montrer est qu’elles envoient les sous-groupes solides sur les sous-groupes solides.

Si J est un sous-groupe solide de G/I et J = ¢[J], montrons que J est solide.
Soient donc z € G et y € J tels que |z| < |y|. Par suite, [p(z)| = p(|z|) < p(ly]) =
Ip(y)|; mais, par définition de J, p(y) € J, donc, J étant solide, p(z) € J, i.e.,
x € J. Donc I'image par ¢ de tout sous-groupe solide de G/I est un sous-groupe
solide de G (contenant I).

Réciproquement, soit J un sous-groupe solide de G contenant I et soit J = p[J],
montrons que J est solide. Soient donc & € G/I et n € J tels que |£] < |n|. Par
définition de J, il existe y € J tel que n = y + I. Soit x € G tel que £ = = + I.
Alors |z| + I = |z +1I| < |y+1I| = |y|+ I, donc z = (—|y| + |z|)* appartient & I.
Puisque |z| < |y|+z et que |y € Jet que z € I C J, |y| + 2z € J, et donc, J étant
solide, z € J: par suite, £ € J. Par suite, I'image par ¢ de tout sous-groupe solide
de G contenant I est un sous-groupe solide de G/I. (]

La définition suivante est la version dans le cas particulier des groupes réticulés
d’une définition tres générale.

DEFINITION. Soit G un groupe réticulé. Une décomposition sous-directe de G

est un ¢-plongement
f:G=T[Gi 2 (fi@)iex
iel

ou les G; sont des groupes réticulés, tel que pour tout i € I, f;[G] = G;, et on
dit alors que G est un produit sous-direct de la famille (G;);cr. On dit que G est
sous-directement irréductible quand pour toute décomposition sous-directe comme
ci-dessus, il existe i € I tel que f; soit un ¢-isomorphisme.
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En remplagant au besoin G; par f;[G], on voit donc que G est sous-directement
irréductible si et seulement si pour toute famille de groupes réticulés (G;);cs et tout
C-plongement f: G — [[,c; Gi, = — (fi(z))icr, il existe i € T tel que f; soit un
{-plongement.

Le lemme suivant est un cas particulier (pour les groupes réticulés) d’un fait

tres général (de démonstration similaire!) ou l'on parle de congruence plutét que
de (-idéal.

LEMME 7.3. Soit G un groupe réticulé. Alors G est sous-directement irréduc-
tible si et seulement si il existe un plus petit (pour Uinclusion) £-idéal non nul de

G.

Par suite, G est sous-directement réductible si et seulement si I'intersection de
tous les ¢-idéaux non nuls de G est réduite & {0}.

PREUVE. Soit A = L(G) \ {{0}} et soit ¢ I'application de G vers [[;cA(G/1)
définie par ¢(z) = (x4 I)rea. Il résulte du Théoreme 7.1 que ¢ est un £~-homomor-
phisme.

Si l'intersection des éléments de A est réduite a {0}, alors ¢ est un ¢-plongement;
dans ce cas, si G était sous-directement irréductible, il existerait I € A tel que la
projection canonique de G sur G/I est un ¢-plongement, ce qui est absurde puisque
I # {0}: donc G est sous-directement réductible.

Réciproquement, supposons que l'intersection des éléments de A ne soit pas
réduite & {0} et appelons-la I. Montrons que G est sous-directement irréductible.
Soit donc f: G — [];c;Gj, @ — (fj(z))jes une décomposition sous-directe de
G. Le fait que f soit un (-plongement implique que [;c; Ker f; = {0}. Si pour
tout j € J, Ker f; # {0}, alors, par définition de I, Ker f; contient I pour tout j,
ce qui contredit le fait que ﬂjeJKer f; = {0}. Par suite, il existe j € J tel que
Ker f; = {0}, i.e., f; est un {-plongement. a

Une fois de plus, I’analogue du résultat suivant est valable dans un contexte
trés général, avec une preuve similaire:

PROPOSITION 7.4. Tout groupe réticulé est un produit sous-direct de groupes
réticulés sous-directement irréductibles.

PREUVE. Soit G un groupe réticulé. Pour tout g € G \ {0}, 'ensemble des
{-idéaux de G qui évitent g, ordonné par inclusion, est évidemment non vide ({0}
lui appartient) et inductif, il admet donc, d’aprés le Lemme de Zorn, un élément
maximal. Notons V(g) ensemble de ces éléments maximaux; nous venons donc
de montrer que V(g) # @. Puis soit V' = UJ,cq (o3 V(9). Puisque pour tout
élément g de G \ {0}, il existe un élément de V qui évite g, [V est égal & {0}.
Soit I € V; par définition, il existe g € G \ {0} tel que I € V(g). Alors pour tout
f-idéal de G contenant strictement I, g appartient a I par maximalité de I; par
suite, par la Proposition 7.2, il existe un plus petit ¢-idéal non nul de G/I, qui
est le ¢-idéal de G/I engendré par g + I. Par le Lemme 7.3, il en résulte que G/I
est sous-directement irréductible. Enfin, 'homomorphisme canonique de G vers
[I;cv(G/I) (défini par z +— (x4 I)7ey) est un £-plongement (car I'intersection des
éléments de V est {0}), dont pour tout I € V la “Iiétme composante” = +— x + I
est un f-homomorphisme surjectif: c’est donc une décomposition sous-directe de

G. O
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Comme annoncé au début de ce chapitre, 'un de nos buts essentiels ici est
de voir quels groupes réticulés peuvent se plonger dans un produit de groupes
totalement ordonnés. Quelques définitions d’abord:

DEFINITION. Un groupe réticulé est représentable quand il est f-isomorphe &
un sous-groupe réticulé d’un produit de groupes totalement ordonnés.

De fagon équivalente, les groupes réticulés représentables sont exactement les
produits sous-directs de groupes totalement ordonnés.

De facon imagée, aux éléments d’un groupe réticulé représentable peuvent étre
associées des coordonnées, qui vivent non pas dans R (ce n’est pas toujours possible,
méme dans le cas archimédien, voir les Exercices 7.5 et 7.6) mais dans divers groupes
totalement ordonnés.

On obtient alors diverses conditions équivalentes a la représentabilité; ce résultat
est essentiellement da a P. Lorenzen:

THEOREME 7.5. Soit G un groupe réticulé. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) G est représentable;
(ii) G satisfait lidentité (22) A (2y) = 2(x A y);
(i) G satisfait UVidentité x A (y —x —y) < 0;
)
)

(iv) G satisfait lidentité = A (y +2~ —y) = 0;

(v) UVimplication x Ay =0 = x A (z+y — 2z) = 0 est valide pour tous x, y,
z €G;

(vi) toute polaire de G est un sous-groupe distingué de G;

(vii) Uimplication x A (y +x —y) = 0= 2 =0 est valide pour tous x, y € G.

PREUVE. (i)=(ii) Il suffit de vérifier que (ii) est satisfait par tout groupe to-
talement ordonné; c’est immédiat.

(ii)=>(iii) Supposons que G satisfait (ii). Alors pour tous x et y dans G, (2x) A
(2y) = 2(x Ny) < x + y; donc pour tous z et y dans G, on obtient (2(—y + z)) A

2(—-y)) < —y+x —y, d’oli, en ajoutant a gauche y — x + y membre & membre,
xA(y—x—y)<0.

(iii)=-(iv) L’identité (iii) peut également s’écrire (x A (y —x —y)) V 0 = 0, soit,
en développant, (z V 0) A (y + (—z) V0O — y) = 0, ce qui est exactement (iv).

(iv)=(v) Si G satisfait (iv), soient z, y et z dans G tels que x Ay = 0. Soit
t=xz—y. Alorstt =z et t~ =y (Lemme 6.13(b)), donc, par hypothese, t*+ A (z +
t-—2)=0,s0it A (z+y—2)=0.

(v)=(iv) est trivial, car 2T Az~ = 0.

(v) est évidemment équivalent au fait que pour tout z € G, la polaire de {x}
(polaire principale) est une partie distinguée de G; puisque les polaires de G sont
évidemment les intersections de polaires principales de G, il en résulte immédiate-
ment I’équivalence entre (v) et (vi).

(v)=-(vii) Supposons que G satisfait (v). Soient z et y dans G tels que z A (y +
x—y) = 0. Posons z = y+xz—y. Alors xAz =0, d’ou, par (v), zA(—y+z+y) =0,
i.e., x ANz =0, soit x = 0.

(vii)=(v) Supposons que G satisfait (vii). Soient z, y, et z tels que z Ay =
0. Soitt =axA(z+y—2). Alorsz > 0 et y > 0, donc ¢ > 0; par ailleurs,
tA(—z+t+2z) <z Ay=0: par (vil), t = 0; d’ou (v).
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Ainsi, (v), (vi), et (vii) sont équivalents.
(iv)=-(i) Supposons que G satisfait (iv). Par la Proposition 7.4, G admet une
décomposition sous-directe

f:G=T[Gi = (fil@))ier
iel

dans laquelle tous les G; sont sous-directement irréductibles. Pour tout i € I, f;
est un ¢-homomorphisme surjectif de G sur G; et G satisfait 'identité (iv), donc
G satisfait également (iv) (Note: un tel raisonnement est immédiat pour (ii), (iii)
et (iv), mais pas pour (v), (vil), qui comportent chacun une implication, ou une
preuve serait nécessaire). Il suffit donc de prouver I’assertion suivante:

Tout groupe réticulé sous-directement irréductible satisfaisant (iv)

est totalement ordonné.

Soit donc G un groupe réticulé sous-directement irréductible satisfaisant (iv).
On a vu que (iv) implique (v), donc G satisfait (v). Soit ¢ € G, on montre que
a™ = 0oua~ = 0. Supposons que ce ne soit pas le cas. Soit A (resp., B) I’ensemble
des conjugués des éléments de Gla™ (resp., G|a™). Puisque tout élément de G|a™ est
orthogonal en valeur absolue & tout élément de G|a™, il vient facilement, en utilisant
(v), que tout élément de A est orthogonal en valeur absolue a tout élément de B.
Soit A’ (resp., B’) le sous-groupe de G engendré par A (resp., B). Puisque A et B
sont deux parties distinguées de G, A’, et B’ sont deux sous-groupes distingués de
G. Puisque Gla™ et G|a™ sont solides, A et B sont solides, donc, par le Lemme 6.21,
A’ et B’ sont solides. Enfin, puisque tout élément de A est orthogonal en valeur
absolue a tout élément de B, on obtient, en utilisant le Corollaire 6.11, que tout
élément de A’ est orthogonal en valeur absolue & tout élément de B’. Ainsi, A’ et
B’ sont deux f(-idéaux de G et A’ N B’ = {0}. Puisque a™ € A’ et a~ € B’ et que
at et a” sont non nuls, A’ et B’ contiennent le plus petit /-idéal non nul de G: une
contradiction. Ainsi, at =0oua™ = 0.

En appliquant ceci & a = —y + x (x, y éléments quelconques de G), on obtient
x <youy <z donc G est totalement ordonné. O

Les groupes réticulés abéliens satisfaisant trivialement (v), on obtient immé-
diatement le Corollaire suivant:

COROLLAIRE 7.6. Tout groupe réticulé commutatif est représentable.

Par suite, tout groupe réticulé commutatif est un produit sous-direct de groupes
totalement ordonnés G; (i € I); puisque chacun des G; est image homomorphe de
G, il est également commutatif. Dans le cas non commutatif, il existe beaucoup de
groupes réticulés non représentables (voir ’'Exercice 7.3, ou encore 'Exercice 6.9).

Que dire alors des groupes totalement ordonnés—leur structure est-elle “totale-
ment connue”? C’est en fait loin d’étre le cas. Voici quelques résultats de base les
concernant.

NOTATION. Pour tout groupe totalement ordonné G, nous noterons
Gt =G*\ {0}

THEOREME 7.7 (Théoréme de Holder). Tout groupe totalement ordonné archi-
médien est commutatif, et isomorphe d un sous-groupe ordonné de (R, +, <).
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PREUVE. Soit G un groupe totalement ordonné archimédien, non réduit a
{0}. Supposons d’abord que GT admet un plus petit élément, disons u. Soit
¢: Z — G, n— nu. Puisque u est strictement positif, il est immédiat que ¢ est un
plongement de groupes ordonnés de Z dans G. Pour montrer que ¢ est surjectif,
il suffit, puisque G est engendré par GT, de montrer que I'image de ¢ contient
G*. Soit donc g € GT. Si une infinité d’entiers naturels n satisfont nu < g, alors,
puisque u > 0, il vient u < g, donc u = 0 puisque G est archimédien, une contra-
diction; par suite, il existe un plus grand entier naturel n tel que nu < g. Puisque
G est totalement ordonné, il vient g < (n + 1)u, et par suite 0 < g — nu < u, d’olt
g = nu par définition de u, ce qui montre la surjectivité de ¢. Par suite, ¢ est un
isomorphisme de Z sur G.

Il reste donc & voir le cas ot GT n’admet pas de plus petit élément. On montre
alors le Fait suivant:

FAIT 1. GT satisfait [’énoncé suivant:
(Vo) (3y)(2y < ).

PREUVE DU FAIT. Soit # € GTF. Par hypothese, il existe z € GTT tel que
0 < z < z. Soit alors y = min{z,—z +x}. Alorsy € Gt T et 2y < 2+ (—2+1x) =
x. O Fait 1.

FAIT 2. Pour tout x € G et tout y € GTF, il existe un unique n € Z tel que
ny <z <(n+1l)y.

PREUVE DU FAIT. Soit X = {m € Z | my < z}. Puisque y > 0, X est un
segment initial de (Z, <), et, puisque G est archimédien, totalement ordonné et que
y # 0, X # & et X # Z: par suite, il existe un unique entier relatif n tel que
X={meZ|m<n}. O Fait 2.

Soient alors a et b dans G, soit ¢ = |a + b — a — b| et supposons que ¢ soit
strictement positif. Par le Fait 1 appliqué deux fois de suite, il existe d € Gt tel
que 4d < ¢. Par le Fait 2, il existe deux entiers m et n tels que md < a < (m+1)d et
nd < b < (n+1)d. Par suite, on obtient a+b—a—b < (m+1)d+(n+1)d—md—nd <
2d, et, de méme, a+b—a—b > —2d: d’ot ¢ = |a+b—a—b| < 2d, une contradiction.

Par suite, G est commutatif. Montrons alors que G se plonge dans R. Fixons-
nous un élément quelconque u de Gt*. Pour tout r € Q et tout x € G, notons
ru < x "énoncé

“il existe p € Z et ¢ € N\ {0} tels que r = p/q et pu < ga”.

En fait, puisque G est commutatif et totalement ordonné, il est non perforé
(Proposition 5.19), et il est alors facile de voir que pu < gz est indépendant du
couple (p,q) € Z x (N'\ {0}) choisi tel que r = p/q. En particulier, la notation
ru < x pour r € Z n’est pas ambigué. Il est alors facile de voir que pour tout
x € G, 'ensemble

L(z)={reQ|ru<z}
est un segment initial de (Q, <), différent de @ et de Q (comme dans la preuve du
Fait 2). Définissons alors ¢: G — R par

(Vz € G) (w(z) - \/L(x)) .

11 est facile de vérifier que 1 est croissante et que 1(0) = 0. Il est moins évident que
1 est un homomorphisme additif. Soient donc a et b dans G et soit n € N\ {0}. 11
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existe deux entiers p et ¢ tels que p/n < ¢¥(a) < (p+2)/net g/n < P(b) < (¢+2)/n.
Puisque L(a) et L(b) sont deux segments initiaux de (Q, <), p/n € L(a) et ¢/n €
L(b), et donc pu < na < (p+ 2)u et qu < nb < (¢ + 2)u. Par suite, (p + ¢)u <
n(a+0b) < (p+q+4)u. Il en résulte que P(a) +(b) —4/n < (p+q)/n < Y(a+b)
et que Y(a+b) < (p+q+4)/n <(a)+1(b)+4/n; en faisant tendre n vers I'infini,
on obtient donc 9 (a + b) = ¥ (a) + ¥(b). Donc ¢ est un homomorphisme additif.

Il reste & vérifier que ¢ est un plongement d’ensemble ordonnés (sachant que
1 est croissante). Soit donc a € G tel que ¥(a) > 0. On montre que a > 0. Sinon,
puisque G est totalement ordonné, a < 0 et donc, G étant archimédien totalement
ordonné, il existe n € N tel que u < n(—a); par suite, 1 = ¢¥(u) < —nip(a), une
contradiction.

Il est & noter qu’il existe des groupes réticulés représentables (et méme commu-
tatifs!) archimédiens qui ne se plongent dans aucune puissance de (R, +, <) (voir
par exemple les Exercices 7.5 et 7.6).

LEMME 7.8. Tout groupe totalement ordonné satisfait I’énoncé suivant:
(Vo,y,2)(z <z ety < 2) = a4y < 2).

PREUVE. Soient z, y, et z trois éléments d’un groupe totalement ordonné G
tels que z < z et y < z. Supposons d’abord que x > 0 et y > 0. Puisque
G est totalement ordonné, x et y sont comparables. Si x < y, alors pour tout
neNnz+y) <2ny <z dotz+y <K z Siy <z, alors pour tout n € N,
n(x +y) < 2nz < z: done, de nouveau, x + y < z.

Dans le cas général, z < z (resp., y < z) équivaut a |z| < z (resp., |y| < 2);
donc, par ce qui précede, |z| + |y| + || < z, d’ol, pour tout n € Z, n(x +y) <
[nf - [z +y| < [nl|(|2] + [y] + [2]) < z, donc z +y < 2. O

LEMME 7.9. Soit G un groupe totalement ordonné. Alors I’ensemble des parties
solides de G est totalement ordonné par inclusion.

PREUVE. Soient A et B deux parties solides de G, il s’agit de montrer que
A C Bou B C A. Supposons que B ¢ A. Alors il existe un élément b de B\ A.
Soit alors a € A; si |b] < |a|, alors, puisque A est solide, b € A, une contradiction.
Puisque G est totalement ordonné, |a| < ||, donc a € B puisque B est solide: par
suite, A C B. O

LEMME 7.10. Soit G un groupe totalement ordonné. Alors G est archimédien
si et seulement si C(G) = {{0}, G}.

PREUVE. Supposons d’abord que C(G) = {{0},G}. Soient alors a et b dans
G tels que a < b; supposons que a # 0. Posons H = Gla. Alors H est un sous-
groupe solide de G et a € H, donc H # {0}, donc H = G par hypothese. Par
suite, b appartient & H, il existe donc un entier naturel n tel que b < n|a|. Mais
puisque (n+ 1)a < bet —(n + 1)a < b, 'inégalité (n + 1)|a| < b a lieu: par suite,
(n+1)|al] < nla|, d’olt |a|] = 0, ce qui contredit a # 0. Par suite, a = 0.

Réciproquement, supposons GG archimédien et soit H un sous-groupe solide de
G, non réduit a {0}. Par suite, Ht1 # @. Soit h € HT*. Pour tout 2 € G, 'on n’a
pas h < |z, il existe donc n € N tel que nh £ |z|, soit, puisque G est totalement
ordonné, nh > |z|. Par suite, z € H, et donc H = G: ainsi, C(G) = {{0},G}. O
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DEFINITION. Soit G' un groupe réticulé et soient C' et D deux sous-groupes
solides de GG. On dit que D couwvre C quand C' est un sous-ensemble strict de D et
que les seuls sous-groupes solides H de G tels que C C H C D sont C et D.

LEMME 7.11. Soit G un groupe totalement ordonné et soient C' et D deux sous-
groupes solides de G. Si D couvre C, alors C' est un sous-groupe distingué (donc
un ¢-idéal) de D.

PREUVE. Soit d € D. Alors & — d+ x — d est un f-automorphisme de GG, donc
d+ D —dcouvre d+ C —d. Maisd+ D —d = D, donc D couvre C et d+ C —d.
Mais par le Lemme 7.10, C et d + C' — d sont comparables pour l'inclusion; par
définition de la relation “couvre”, il vient C =d + C — d. O

LEMME 7.12. Soit G un groupe totalement ordonné et soit g € G*+. Posons
Gy={zeG|lzxyg}, eeGI=GCGlg={z € G| (IneN)(Jz| <ng)}.

Alors G4 et G9 sont deux sous-groupes solides de G, et G9 couvre G4. De plus,
G9/G est totalement ordonné et archimédien.

PRrREUVE. Nous avons déja vu au Chapitre 6 que GY est un sous-groupe solide de
G. Le fait que G est un sous-groupe solide de G résulte facilement du Lemme 7.8.
Il est trivial que G4, € GY et que g € GY \ G4. Enfin, supposons qu'il existe un
sous-groupe solide H de G tel que Gy, & H G GY. Pour tout x € H, si x ¢ Gy,
alors x £ g, il existe donc n € N tel que g < n|z|, d’ou g € H, d’ou Glg C H, d’on
GY = H, une contradiction. Donc H C Gy, donc H = G, une contradiction. Par
suite, GY couvre Gy, et donc, par le Lemme 7.11, G est un f-idéal de GY.

Puisque G? est totalement ordonné et que G9/G en est une image homomor-
phe, G7/G est totalement ordonné. De plus, puisque GY couvre G, il résulte de la
Proposition 7.2 que G9/G4 n’a pas de sous-groupes solides non triviaux; par suite,
il résulte du Lemme 7.10 que GY9/G, est archimédien. O

On en déduit alors 'importante propriété suivante des groupes réticulés repré-
sentables:

THEOREME 7.13. Tout groupe réticulé représentable satisfait [’énoncé
(Vz,y) (@ +y —z—y <[z V]y]).

PREUVE. Il suffit évidemment de montrer que tout groupe totalement ordonné
satisfait 1’énoncé ci-dessus. Soit donc G un groupe totalement ordonné. Soient a
et b deux éléments de G, on montre que a +b—a —b < |a| V |b|. Soit g = |a| V |b].
Si g =0 alors a = b = 0 et la conclusion est immédiate; supposons donc que g > 0.
Soit 7 la projection canonique de G9 sur G9/G,. Puisque G9/G, est totalement
ordonné et archimédien (Lemme 7.12), il est commutatif (Théoréme 7.7) et donc
m(a) +7(b) — w(a) — w(b) = 0, ce qui signifie bien que a+b—a —b € G O

Il est a noter cependant que cette propriété ne caractérise pas les groupes
réticulés représentables, voir par exemple 'Exercice 7.3.

L’on peut également noter que le théoréme ci-dessus entraine immédiatement
que tout groupe réticulé archimédien représentable est commutatif, mais nous dé-
montrerons dans le chapitre suivant quelque chose de plus fort (théoreme d’ITwasawa)
entrainant en particulier que tout groupe réticulé archimédien est commutatif.
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Le dernier (court) volet de ce chapitre concerne les groupes totalement ordon-
nés commutatifs. Une classe tres importante de groupes totalement ordonnés est
celle des puissances lexicographiques (ou puissances de Hahn) de R; leur défini-
tion, comme nous allons le voir, présente une analogie formelle avec la définition
des polynémes a une indéterminée.

Pour ce faire, fixons-nous une chaine (S, <). Pour tout z: S — R, notons

supp(e) = {s € | a(s) £ 0}

le support de x, et notons R{S) ’ensemble des applications z: S — R telles que
supp(z) (muni de la restriction de <) soit bien ordonné. Puis pour tout x €
R{S) \ {0}, notons val(z) le plus petit (il existe par définition de R{S)) élément
de supp(z); puis notons val(0) = +oo0.

LEMME 7.14. Dans le contexte ci-dessus, pour tous x et y dans R{S),
val(z + y) > min{val(z), val(y)}.
De plus, si val(z) # val(y), alors
val(z + y) = min{val(z), val(y)}.

PrREUVE. C’est trivial pour = 0 ou y = 0. Sinon, supposons par exemple
val(z) < val(y). Alors pour tout s < val(z) dans S, (z + y)(s) =0+ 0 = 0: par
suite, val(x 4+ y) > val(z). Si de plus val(z) # val(y), alors, ici, val(z) < val(y), et
(z + y)(val(z)) = z(val(z)) # 0, d’ou val(z + y) = val(z). 0O

LEMME 7.15. L’ensemble R(S) est un sous-groupe de (R, +). De plus, si l’on

pose
R(S)" = {0} U {z € R(S) \ {0} | z(val(z)) > 0},

alors R{S)™ est le cone positif d'une structure de groupe totalement ordonné sur
R(S).

PREUVE. Remarquons que pour tous z et y dans R,

supp(z — y) C supp(z) U supp(y).

Par suite, pour montrer que R{S) est un sous-groupe additif de R®, il suffit de
montrer que pour toutes parties bien ordonnées X et Y de S, X UY est bien or-
donnée. Pour ce faire, soit donc Z une partie non vide de X UY, on montre que Z
admet un plus petit élément. Si Z C X ou Z C Y alors le probléme est résolu (car
X et Y sont bien ordonnées), supposons donc que Z € X et Z € Y; par suite, Z
rencontre X et Y et par suite, puisque X et Y sont bien ordonnées, Z N X (resp.,
ZNY) admet un plus petit élément, disons z (resp., y). Puisque S est une chaine,
min{x,y} est défini et il est clairement le plus petit élément de Z. Donc X UY est
bien ordonné. Ceci montre donc que R(S) est un sous-groupe de R,

Passons maintenant a la vérification du fait que R{S) ™ est le cone positif d'une
structure de groupe ordonné. Il est facile de vérifier que R{S)™ N (—R{S)™) = {0};
de plus, puisque R{S) est commutatif, R{S)™T est une partie distinguée de R{S).
Pour tout z € R(S)\{0}, si z(val(z)) > 0, alors z € R{S) T, alors que si z(val(z)) <
0, alors —x € R(S)™: donc R(S)™ U (—R(S)™) = R(S).

Il reste a vérifier que R(S)™ + R(S)*T C R(S)™. Soient donc z et y deux
éléments de R(S) ™, on vérifie que x +y € R(S)T. Siz =0 ouy = 0 alors c’est
clair, supposons donc que z # 0 et y # 0. Posons u = val(x) et v = val(y). Si
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u = v alors (z + y)(u) = z(val(z)) + y(val(y)) > 0, donc, d’apres le Lemme 7.14,
val(z +y) = v et (z+y)(u) > 0: dou z +y € R(S)T, par définition. Si par
contre u # v, par exemple u < v, alors, par le Lemme 7.14, val(z + y) = u et
(x+ y)( ) = x( ) > 0, donc de nouveau z +y € R(S)*. Ceci montre donc que

R(S)T + R(S)" C R(S)™, ce qui acheve la démonstration. O

DEFINITION. Pour une chaine quelconque S, la puissance de Hahn de R par S
est R{.S), muni de la structure de groupe totalement ordonné précédente.

La notation R{.S) utilisée ici n’est nullement universelle, on trouve par exemple
dans diverses références la notation HgR, ou méme la notation RS, pour désigner
ce que nous notons ici R{S). Il est évidemment possible de définir les puissances de
Hahn d’un groupe ordonné quelconque ou méme des produits de Hahn de groupes
ordonnés. On peut méme faire une construction similaire avec S non totalement
ordonné et c’est tres utile pour I’étude des groupes réticulés abéliens, voir [CoHH].

La signification intuitive de R(S) est la suivante: & tout élément s de S est
associé ’élément £° de R(S) défini par £°(s) = 1 et (V¢ # 5)(e®(t) = 0) (i.e., ° est
en fait la fonction caractéristique de {s}). Ceci donne une application injective de
S dans R{.S). Mais contrairement & ce qui se passe pour la puissance (cartésienne)
de R par S, les € sont comparables entre euz: plus précisément, s — €° transforme
<en >, t.e.,

(Vs,t € 9)(s <t = ¢ < &)

(ce dernier point rend peut-étre la notation e° plus suggestive: plus s est grand,
plus €° est petit, et il est alors beaucoup plus). Ainsi, on obtient dans R{S}) toute
une chaine, isomorphe a S, d’éléments infiniment petits les uns par rapport aux
autres, et tout élément de R(S) peut s’écrire x = ) _gz(s)e®, ot la somme n’est
pas en général a support fini mais tout de méme a support bien ordonné.

Enfin, I'un des théorémes les plus importants de la théorie des groupes abéliens
totalement ordonnés est le théoréme de Hahn [Hahn]. Une formulation légérement
affaiblie du résultat originel est la suivante:

THEOREME 7.16. Tout groupe abélien totalement ordonné se plonge dans une
puissance de Hahn de R.

Nous ne donnerons pas de preuve de ce résultat ici, mais nous renvoyons par
exemple & [Fuchl] ou bien [Biga et al.] pour des preuves différentes. La seconde
référence présente en fait un résultat encore considérablement plus général, qui est
la généralisation du théoreme de Hahn aux groupes abéliens réticulés, die a Conrad,
Harvey et Holland [CoHH].

Exercices du Chapitre 7

EXERCICE 7.1. Soit N = Z, muni de sa structure usuelle de groupe réticulé, et
soit 7 'homomorphisme de Z vers le groupe Aut Z des automorphismes de groupe
de Z défini par

7(1): 2 — —ax.
On considere le produit semi-direct G = Z X, Z, puis

P={(z,y) €G|(y>00u(y=0etx>0))}.
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Montrer que P est le cone positif d’une structure de groupe totalement ordonné
non-commutatif sur G. Généraliser.

EXERCICE 7.2. Soit N = Z X Z muni de sa structure usuelle de groupe réticulé,
et soit 7 ’homomorphisme de Z vers le groupe Aut N des automorphismes de groupe
de N définie par

(W ((z,y)) = (y, ).
On considere le produit semi-direct G = N %, Z, puis
P={(z,y,2)€G|z>00u(z=0etxz>0ety>0)}

(a) Montrer que P est le cone positif d’une structure de groupe réticulé sur G, avec,
pour tout (a,b,c) € G,

(a,b,c) sic>0,
(a,b,¢) V(0,0,0) = ¢ (aV0,bV0,0) sic=0,
(0,0,0) si c < 0.

Posons alors = (0,0,1) et y = (1,—1,0).

(b) Montrer que —z +y + x = —y.
(¢) Montrer que H = {ma + ny | m,n € Z} est un sous-groupe de G.

Supposons par la suite H muni d’une relation d’ordre < (qui n’est pas né-
cessairement l'ordre induit de celui de G) qui structure H en groupe réticulé.

(d) Montrer que {0,y} n’admet pas de borne supérieure pour <. (Indication:
Supposons que {0,y} admette une borne supérieure (y Vv 0) dans H. En écrivant
(—y)VO=yVO0—-yet (—y)VO = (—z+y+z)V0, en déduire que (2n—1)y =0
pour un certain n € Z.)

Par suite, H est un exemple de sous-groupe non réticulable d’un groupe réticulé
(un groupe est dit réticulable quand il existe sur ce groupe une relation d’ordre qui
le structure en groupe réticulé). Cet exemple particulier est dii & Ch. Holland.

EXERCICE 7.3. Montrer que le groupe réticulé G de I’Exercice 7.2 n’est pas
représentable, mais qu’il satisfait cependant 1’énoncé

(Va,y)(z+y—z—y <l|z|V|y]).

EXERCICE 7.4. La définition de 'irréducibilité sous-directe pour les treillis est
formellement la méme que pour les groupes réticulés. Montrer que:

(a) Pour tout treillis distributif A et pour tout u € A, Papplication x — (zAwu,xVu)
définit un plongement de treillis de A dans A’ x A” ou A’ et A” seront des treillis
distributifs que 1’on précisera.

(b) Montrer que les seuls treillis distributifs sous-directement irréductibles sont [a
isomorphisme pres] {0} et {0,1}.

EXERCICE 7.5. * Soit p un nombre réel strictement positif. Soit E = LP([0, 1])
lespace vectoriel des [classes d’équivalence modulo la mesure nulle d’] applications
f:]0, 1] — R mesurables (pour la mesure de Lebesgue, que nous noterons \) telles
que [ |f|PdX < +o00. Le but de cet exercice est de montrer que le seul £-homomor-
phisme de E vers R est I’homomorphisme nul. Par suite, E ne se ¢-plonge dans
aucune puissance de R.
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Soit € l’espace vectoriel des applications f: [0, 1] — R mesurables telles que
JIfIPdX < 400, et soit

I={fe|{z]| f(x)# 0} est de mesure nulle}.

(a) Montrer que € est un sous-groupe réticulé de RO et que J est un ¢-idéal de .

On munit donc naturellement £ = £/J de la structure de groupe réticulé
quotient.

(b) Montrer que F est archimédien.

Dans tout ce qui suit, soit ® un /~-homomorphisme de E vers R. Définissons
b: € — R par (¥ € £)(6(f) = O(f +7)).
(¢) Montrer que pour tous f et g dans &, f A g = 0 implique que ¢(f) = 0 ou
¢(g) = 0.
Soit alors B l'algebre de Boole (o-compléte) des parties mesurables (au sens
de Lebesgue) de [0, 1]. On fixe f € & telle que (Vz € [0, 1])(f(x) > 0) et on
définit p: B — RT par

(VX € B) (M(X) = /XdeA>.

On pose alors
U={XeB| o(flo,1px) = 0}.
Raisonnons par l’absurde, en supposant que ¢(f) > 0.

(d) Montrer que U est un ultrafiltre de B.

(e) Pour tout X € B, montrer qu’il existe x € [0, 1] tel que pw(X N[0, z]) =
(1/2)u(X); en déduire que si X € U, alors il existe Y € U tel que ¥ C X
et u(Y) = (1/2)u(X).

(f) En déduire qu’il existe une suite décroissante (X, )nen d’éléments de U qui sont
de plus des intervalles de [0, 1], telle que pour tout n € N, u(X,,) < 2-(+1p,

(g) Pour tout = € [0, 1], soit v(z) le plus grand entier n s'il existe tel que x € X,.
Montrer qu'’il existe « € [0, 1] tel que v est définie sur [0, 1] \ {a}.

(h) Montrer que pour tout élément x de [0, 1], {z} n’appartient pas a U.

(i) Soit g: [0, 1] — R* définie par g(a) =0, et

(Ve € [0, 1]\ {a})(g() = 2" f(2)).

Montrer que g € €.
(j) Pour tout n € N, montrer que g > 2" f[y . En déduire que ¢(g) > 2"¢(f).
Conclure.

Noter que si p > 1 et si ¢ est I'exposant conjugué de p (1/p + 1/q = 1),
alors pour tout g € L%([0, 1]) positif, f — [ f - gd\ définit un homomorphisme
de groupes ordonnés de E vers R. Dans I'exercice suivant, il n’y aura méme pas
d’homomorphisme positif non trivial.

EXERCICE 7.6. *

(a) Soit U un ultrafiltre non principal sur une partie X de [0, 1]. Montrer qu’il existe
une suite d’éléments de U dont V'intersection est vide. (Indication: construire
par récurrence une suite d’intervalles emboités (I,)nen de [0, 1] telle que pour

tout n, I, N X € U et [,y In est un singleton.)
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Par la suite, soit G le groupe réticulé ZI% . Pour tout f € G, le support de
f est, par définition, supp(f) = {z € [0, 1] | f(x) # 0}. Soit I ensemble des
éléments f de G tels que supp(f) soit [au plus] dénombrable.

(b) Montrer que I est un ¢-idéal de G, et que H = G/I est archimédien. (n.b.: G/I
est en fait Dedekind o-complet).

Par la suite, soit ®: H — R un homomorphisme de groupes ordonnés.
Définissons ¢: G — R par (Vf € G)(é(f) = ©(f + I)). Supposons que ¢ # 0.
Pour tout X C [0, 1], posons

Ix ={f € G |supp(f) € X},
puis définissons M par
M = {X € (0, 1)) | Ix C Kerg}.

(¢) Montrer que M est un idéal de PB([0, 1]), contenant comme élément toute partie
dénombrable de [0, 1].

(d) Supposons que pour tout X C [0, 1], M NP(X) n’est pas un idéal maximal de
PB(X) (i.e., l'idéal dual d’un ultrafiltre sur X).
(d1) Montrer que pour tout X € ([0, 1]) \ M, il existe X’ et Y’ dans P(X)\ M
telsque X =X'UY et X'NY' = 2.
(d2) En déduire deux suites (X, )nen €t (Vi )nen d’éléments de ([0, 1])\M telles
que pour tout n, Y, soit la réunion disjointe de X,,+1 et de Y, 11.
(d3) Pour tout n € N, montrer qu’il existe f, € I;n tel que o(f,) > 1.
(d4) En remarquant que les X, sont deux & deux disjoints, montrer qu’il existe
feGT tel que (YneN)(3,_, fi < f). Conclure pour (d).
(e) Par la suite, soit X C [0, 1] tel que N = M N P(X) soit un idéal maximal de
PB(X). Montrer que X ¢ M, et qu’il existe f € Ix tel que ¢(f) > 1.
(f) Supposons N non principal.
(f1) Déduire du (a) qu’il existe une partition (X,,),en de X en éléments de N.
(f2) Pour tout z € X, soit v(z) 'unique n € N tel que x € X,,, et soit g € Ix
définie par (Vz € X)(g(z) = v(z)f(z)). Montrer que ¢(g) > n pour tout
n € N. Conclure pour (f).
(g) En déduire qu’il existe = € X tel que {z} ¢ N. Conclure.

Cet exemple et sa preuve sont diis & K. Goodearl [Good3, Example 9.6].

EXERCICE 7.7. Soit G un groupe réticulé. On dit que deux parties X et Y de
G sont orthogonales quand pour tous x € X et y € Y, x et y sont orthogonaux.

Montrer que si G est représentable et X et Y sont deux parties orthogonales
de G, alors le /-idéal de G engendré par X et le ¢-idéal de G engendré par Y
sont orthogonaux. Montrer que cette propriété caractérise les groupes réticulés
représentables.

EXERCICE 7.8. Montrer 'analogue pour les ¢-groupes du second théoreme d’i-
somorphisme, a savoir:
Soit G un groupe réticulé et soient A un ¢-sous-groupe de G et B un f-idéal
de G. Alors A 4+ B est un f-sous-groupe de G, AN B est un ¢-idéal de A et
I’isomorphisme canonique de A/A N B sur A + B/B est un {-isomorphisme.

EXERCICE 7.9. Montrer I’analogue pour les groupes réticulés du troisiéme thé-
oréme d’isomorphisme, & savoir:



112 7. GROUPES RETICULES REPRESENTABLES

Soit G un groupe réticulé et soient A et B deux f-idéaux de G tels que A C B.
Alors B/A est un ¢-idéal de G/A, et I'isomorphisme canonique de G/B sur
(G/A)/(B/A) est un f-isomorphisme.

EXERCICE 7.10. Soit G un groupe réticulé. Montrer que L(G) (treillis des ¢-
idéaux de G) est un 0, 1-sous-treillis de C(G) (treillis des sous-groupes solides de G),
stable par borne inférieure et borne supérieure infinitaires (on dit un “sous-treillis
complet”).

EXERCICE 7.11. Soient G et H deux groupes totalement ordonnés archimé-
diens, soient u € Gt et v € HT. Montrer qu’il existe au plus un homomorphisme
de groupes ordonnés de G vers H envoyant u sur v.

EXERCICE 7.12. Soit G un groupe totalement ordonné et soient C' et D deux
sous-groupes solides de G tels que D couvre C. Montrer que pour tout g € G™ N
(D\C),C=G4et D=G".

EXERCICE 7.13. Soit G un groupe totalement ordonné. Montrer que pour tous
sous-groupes solides A et B de G tels que A ; B, il existe deux sous-groupes solides
C et D de G tels que D couvre C et A C C et D C B (on dit que le treillis (C(G), C)
est faiblement atomique).

EXERCICE 7.14. Soit S = Q muni de son ordre naturel, et soit G = R(S}). On
pose
I:{xEG\(EIsES)($>\/§et |z| < e®)}.
(a) Montrer que I est un ¢-idéal de G, de complémentaire donné par
CI={zcG|(3se9)(s< V2 et |x| > e%)}.

(b) Montrer que I est un ¢-idéal premier de G.
(c) Montrer que I n’est cependant valeur d’aucun élément de G \ {0}.

EXERCICE 7.15. Montrer que le groupe réticulé des automorphismes de la
chaine [0, 1] ne satisfait pas I’énoncé

(Vo,y) (@ +y —z—y <[z V]y]).
EXERCICE 7.16. Montrer que pour tous éléments a, b et ¢ d’un groupe réticulé
commutatif G,
2la—bf <fa—(b+c)+|a—(b—c),
2(avbd)<aVv(b+c)+aVv(b—rc),
2(aAb)>an(b+c)+an(b—c).

(Indication: On considérera d’abord le cas totalement ordonné).



CHAPITRE 8

Groupes réticulés complets; Théoreme d’Iwasawa

DEFINITION. Un groupe réticulé G est complet (on dit aussi Dedekind-complet)
quand toute partie non vide majorée de G admet une borne supérieure. De méme,
on dit que G est o-complet (ou Dedekind o-complet) quand toute partie non vide
majorée de G admet une borne supérieure.

En considérant I’anti-automorphisme = — —z, il est facile de voir que G est
complet (resp., o-complet) si et seulement si toute partie non vide minorée de G
admet une borne inférieure.

En vue d’établir le théoreme d’Iwasawa, nous allons établir une définition et
deux lemmes.

DEFINITION. Soit P un ensemble ordonné. Une partie X de P est dite sup-
fermée quand pour toute partie Y de X, si \/ Y existe dans P, alors VY € X.

Rappelons (voir Chapitre 6) que pour toute partie X d’un groupe réticulé G,
la polaire de X, notée X+, est 'ensemble défini par

X+ ={geC| (Ve X)(g| L |z},
et c’est le pseudo-complément du sous-groupe solide engendré par X dans C(G).

LEMME 8.1. Soit G un groupe réticulé complet et soit H un sous-groupe solide

de G. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) H+ H* =G;

(i) H=H**;

(iii) H est sup-fermé.

PREUVE. (i)=(ii) Puisque H N H* = {0} et par hypothese (i), H* est le com-
plément de H dans C(G). Par le Corollaire 6.22, C(G) est une algebre de Heyting
complete, donc un treillis distributif borné, et donc par la Proposition 3.17, tout
élément complémenté de C(G) est “fermé” au sens du treillis pseudo-complémenté
C(G): par définition, cela signifie que H = H++.

(ii)=(iii) Supposons que H = H++. Soit X C H tel que \/ X existe. On
montre que \/ X € H. Si X = @ alors G = {0} et c’est trivial, supposons donc que
X # @. En remplagant au besoin X par —z + X ou z est un élément donné de X,
on peut supposer sans perte de généralité que 0 € X; par suite,

:\/x\/O (car 0 € X)
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donc, quitte & remplacer X par {7 | x € X}, on peut supposer sans perte de
généralité que X C Gt. Pour tout h € H*, I’énoncé

(Vz € X)(|h| Az = 0)

est alors satisfait, i.e., |h| A X = {0}. Par suite, en utilisant la Proposition 6.6, on
obtient |h| A\/ X = 0. Mais ceci a lieu pour tout h € H, et par suite \/ X € H++,
donc, par hypothese, \/ X € H.

(iii)=>(i) Supposons que H soit sup-fermé. Soit a € GT. Soit X =a A HT =
{a ANz |2z € H'}. Puisque a > 0 et que H est solide, X est une partie de H, qui
est évidemment non vide (0 lui appartient) et majorée (par a). Par complétude de
G, b=\/ X est défini, et par hypothese, b € H. Pour tout z € H*, b+x € H (car
be H et x € H), et donc, par définition de b, a A (b+ x) < b, soit, en ajoutant —b
membre & membre, (—=b+a) Az <0 (mais b < a etz >0), dou —b+a L x. Par
suite, —b+a € H+, et donca=b+ (—b+a) € H+ H*. O

LEMME 8.2. Tout groupe réticulé o-complet est archimédien.

PREUVE. Soit G un groupe réticulé o-complet, et soient a et b dans G tels
que a < b. Pour tout n € N, on obtient, en utilisant la Proposition 6.17(c),
nla| = |na| = (na) vV (—na) < b. Par suite, X = {nla| | n € N} est majorée; elle
est non vide, et elle admet donc une borne supérieure, c¢. Alors, en utilisant les
identités du début du Chapitre 6, on obtient |a| + ¢ = \/{(n + 1)|a|] | n € N} = ¢,
et donc |a| = 0; d’olt @ = 0. O

THEOREME 8.3 (Théoréme d’Iwasawa). Tout groupe réticulé complet est com-
mutatif.

PREUVE. Soit I une polaire de G, i.e., par définition, il existe un sous-groupe
solide H de G tel que I = H*. Alors It = I, et par suite, par le Lemme 8.1,
G = I+ I+. Mais I et I+ sont deux sous-groupes de G tels que I NI+ = {0}
et tout élément de I commute avec tout élément de (I-)* (on utilise la Proposi-
tion 6.12)—donc, puisque tout sous-groupe solide de G est engendré par 1’ensemble
de ses éléments positifs, tout élément de I commute avec tout élément de 1. 11
résulte alors de la théorie élémentaire des groupes que ’application

IxIt =G, (z,y)—x+y

est un isomorphisme de groupes. En particulier, I est un sous-groupe distingué de
G: donc toute polaire de G est un sous-groupe distingué de G.

Il résulte alors du Théoreme 7.5 que G est représentable, et donc, par le Théo-
reme 7.13, que pour tous a et b dans G,

a+b—a—b<lalV|b.

Mais, par le Lemme 8.2, G est archimédien: on en déduit donc que a+b—a—b =0,
e, a+b=>b+a. ([l

Notons que nous avons établi au passage la conséquence suivante du Lemme 8.1:

COROLLAIRE 8.4. Dans un groupe réticulé complet, toute polaire est un facteur
direct.
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Plus précisément, si I est une polaire d’'un groupe réticulé complet G, alors
I’application
IxIt =G, (z,y)—x+y

est un isomorphisme de groupes. C’est en fait un ¢-isomorphisme, en raison du
principe général suivant:

LEMME 8.5. Soit G un groupe réticulé, soient A et B deux sous-groupes solides
de G tels que ANB ={0} et A+ B=G. Alors Uapplication

e:AxXxB—G, (z,y)—zx+vy
est un isomorphisme de groupes réticulés.

PREUVE. Pour tout (a,b) € AT x BT, 0 < aAb < a, donc, puisque A est un
sous-groupe convexe de G, aAb € A; de méme, a Ab € B. Par hypothese, aAb = 0.
Par la Proposition 6.12, il en résulte que a et b commutent. Puisque A et B sont
chacun engendrés par leurs éléments positifs, il en résulte que tout élément de A
commute avec tout élément de B. Ceci, avec AN B = {0} et G = A + B, suffit,
d’apres la théorie des groupes élémentaire, a garantir que e est un isomorphisme
de groupes. Par suite, pour conclure, il suffit de montrer que e est un -homomor-
phisme (car tout -homomorphisme injectif est un ¢-plongement). Puisque e est un
homomorphisme de groupes, il suffit de montrer que pour tout (a,b) € A x B,

e((a,0) v (0,0)) = e((a, b)) V0,

i.e.,

aVO+bVv0=(a+b)VO0.
En développant, on voit que le membre de gauche est égal & (a +b) Va VbV 0,
et il s’agit donc de montrer que a < (a +b) V0 et b < (a + b) V0. Montrons par
exemple la premiere inégalité: a < (a + b) V 0 est équivalent & 0 < bV (—a), soit
(—b) A a < 0; mais c’est le cas: en effet, (—b) Aa < |b| A |a| = 0. O

Cependant, pour l'instant, & part Z, R et leurs produits, nous ne connaissons
pas beaucoup de groupes réticulés complets! Nous allons voir & présent qu’il ex-
iste une construction similaire a celle des algebres de Boole completes, un certain
procédé de complétion, que nous allons a présent décrire.

Soit donc G un groupe ordonné quelconque. Pour toute partie X de G et
tout g € G, notons X < g (resp., g < X) lénoncé (Vz € X)(z < g) (resp.,
(Vz € X)(z > g)). Pour toute partie X de G, notons

Xi={9eG|X<glet X_={g€CG|g=<X}

Puis pour toutes parties X et Y de G, on pose
X+Y={z+ylzeXetyecY},
X4+4Y=(X+Y),_.

LEMME 8.6. Pour toutes parties X, Y, et Z de G,

a) XCY =X, DY, et X_DY);

X QX+_ et X QX_+;

X+ = X+_+ et X_ = X_+_,'

)
)
) (X FY)e =(X+Y)p =(X+ Y, )4
©) X+(Y+2)=(X+Y)+ 7.

(
(b
(@
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PREUVE. (a) et (b) sont triviaux. Pour (c), on obtient immédiatement, en
appliquant (a) et (b), que X4y = (X4_)1 © Xy, et Xy 4 = (X3)—4 2 Xy,
d’ou I’égalité.

Puisque X C X, X4+Y C X, 4V, d’on, parle (a), (X+Y )y D (X1_+Y)4.
Réciproquement, soit z € (X + Y),. Par définition, pour tout y € Y, (Vz €
X)(z+y < z), ce qui peut s’écrire (Vz € X)(z < z —y), i.e., X < z —y, ou encore
z—y € Xy, ou encore, par le (c), z—y € X4_4, ouencore X;_ < z—y. Cecia
lieu pour tout y € Y, dott X +Y <z, d.e., 2 € (X4— +Y),. Par suite, I'égalité
a lieu; la preuve pour (X + Y, _); = (X +Y); est similaire. D’ou (d).

Par suite, en utilisant le (d), on obtient

X+Y+2)=X+ Y +2)4-)4—
S (X H2),
= (X +Y)1- 4+ 2)4-
=(X+Y)+Z
([l

Notons alors Ap(G) (le “D” est une référence discrete & Dedekind) I’ensemble

défini par
Ab(G) = {X € F(G)\ {2,G} | X = X, _}.

Par suite, les éléments de Ap(G) sont exactement les parties X de G telles que
X =X,_et X #2et Xy # . On les appelle parfois les coupures de Dedekind
de G. Cette construction est également analogue a celle du “complété de MacNeille”
d’un treillis, mais cette derniere autorise X vide ou non majoré.

Notons que 0 = | 0 est un élément de Ap(G). Plus généralement, pour tout
g € G, j(g) = | g est un élément de Ap(G). Nous appellerons j lapplication
canonique de G dans Ap(G).

PROPOSITION 8.7. (Ap(G),+,0,C) est un monoide ordonné, et j est un plonge-
ment de monoides ordonnés de G dans Ap(G). De plus, (Ap(G),C) est un treillis
conditionnellement complet, i.e., toute partie non vide magjorée (resp., minorée) de
Ap(G) admet une borne supérieure (resp., une borne inférieure).

PREUVE. Le fait que (Ap(G),+,0,C) est un monoide ordonné résulte facile-
ment du Lemme 8.6. Soient a et b dans G. Alors j(a) +j(b) = (la+ [b)4- =
(T(a+b))- = [(a+b), d’ou j(a)+j(b) = j(a+Db). De plus, par définition, j(0) = 0,
et donc j est un homomorphisme de monoides. Pour tous a et b dans G, j(a) < j(b)
si et seulement si | a C | b, si et seulement si a < b: ainsi, j est un plongement de
monoides ordonnés.

Soit maintenant ¥ une partie non vide majorée (disons par A € Ap(G)) de
Ap(G). Alors |JX est non vide et contenue dans A, d'ott (JX)y- C Ay =ASG.
Par suite, en utilisant le Lemme 8.6(c), S = (|JX)+— appartient & Ap(G). 1l est
alors facile de vérifier que S est la borne supérieure de ¥ dans (Ap(G),C). Le
raisonnement pour la borne inférieure est similaire. Ainsi, (Ap(G), C) est un treillis
conditionnellement complet. O

Il n’est cependant pas vrai que Ap(G) est toujours un groupe réticulé complet.
Une condition nécessaire et suffisante pour cela est donnée par le théoréme suivant:



8. GROUPES RETICULES COMPLETS 117

THEOREME 8.8. Soit G un groupe ordonné. Alors Ap(G) est un groupe réticulé
complet si et seulement si G est dirigé et intégralement clos.

PREUVE. Supposons d’abord que Ap(G) soit un groupe réticulé complet. 11
est alors archimédien (Lemme 8.2), donc intégralement clos (Proposition 6.18).
Comme il est évident que tout sous-groupe d’un groupe ordonné intégralement clos
est intégralement clos, G lui-méme est intégralement clos. De plus, pour tous a et b
dans G, soit C' = j(a) V j(b) (calculé dans Ap(G)). Soit ¢ € Cy, alors C < ¢; mais
jla)CCetjb) CC,doncacCetbe C,dota<cetb<c: ainsi, G est dirigé.

Réciproquement, supposons que G soit dirigé et intégralement clos. Il s’agit de
vérifier que Ap(G) est un groupe réticulé. Pour vérifier que Ap(G) est un groupe,
il suffit de vérifier que tout élément de Ap(G) admet un inverse a droite. Soit donc
A € Ap(G). Posons B = —A,. Alors B est distinct de @ et de G, et de plus,
B, =-A;_ 4 =—A, = B: ainsi, B € Ap(G).

Vérifions que A+ B =0. Pour tousa € Aetbe Ay, a <b, doua+(—b) <O0;
par suite, A+ B C |0, ot A+ B = (A+ B);_ C (10);_ = | 0. Pour établir
la réciproque, il suffit d’établir que (A 4+ B); C 70. Soit donc ¢ € (A + B)4. Soit
be Ay. Alors pour tout a € A, ¢ > a—b, d’ot ¢+ b > a; ceci ayant lieu pour tout
a € A, on en déduit que ¢+ b € Ay. Ceci a lieu pour tout b € A4, d’ou 'assertion

Il en résulte facilement par récurrence que pour tout n € N,

Fixons alors a € A et b € A;. Il vient alors que pour tout n € N, a < nc+ b, i.e.,
n(—c) < b — a. Puisque G est intégralement clos, il vient que —¢ < 0, i.e., ¢ > 0.
Ceci montre donc que (A + B), C 10, et termine donc la preuve que A + B = 0.

A ce stade des opérations, nous savons que Ap(G) est un groupe ordonné con-
ditionnellement complet. Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’il est réticulé,
i.e., de montrer que toute paire d’éléments de Ap(G) admet une borne supérieure.
Soient donc A et B deux éléments de Ap(G). Puisque A, et By sont non vides,
il existe a € G et b € G tels que A < a et B < b. Puisque G est dirigé, il existe
ce€ G tel que a<cetb<c Soit alors C = (AU B)4_. Alors C est non vide, et ¢
appartient & C1: donc C appartient & Ap(G). 1l est facile de vérifier que C' est la
borne supérieure de {A, B} dans Ap(G). Par suite, Ap(G) est un groupe réticulé,
ce qui acheve la démonstration. O

COROLLAIRE 8.9. Tout groupe ordonné dirigé et intégralement clos se plonge
dans un groupe réticulé complet.

COROLLAIRE 8.10. Tout groupe ordonné dirigé et intégralement clos est com-
mutatif.

COROLLAIRE 8.11. Tout groupe réticulé archimédien est commutatif. En par-
ticulier, tout groupe réticulé o-complet est commutatif.

Rappelons qu’il existe des groupes ordonnés archimédiens non commutatifs
(voir ’Exercice 6.10).

Avant de détailler la structure des groupes réticulés complets, nous allons car-
actériser I’application canonique de G dans Ap(G)—établissant ainsi, comme pour
les algebres de Boole, ["unicité de la complétion.
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DEFINITION. Soit H un sous-groupe d’un groupe ordonné G. On dit que H
est dense dans G quand tout élément de G est borne supérieure d’'un ensemble
d’éléments de H. Une complétion de G est un plongement d’image dense de G
dans un groupe réticulé complet.

Il revient évidemment au méme de dire que pour tout g € G,
g=\/{heH|h<g}

Notons qu’alors X = {h € H | h < g} est non vide: en effet, sinon, g = \/ & est le
plus grand élément de G, donc G = {0} et donc aussi H = {0}, et alors X # &,
contradiction. Par suite, tout élément de G est la borne supérieure d’une partie
non vide de H.

LEMME 8.12. Soit H un sous-groupe dense d’un groupe ordonné G. Alors tout
élément de G est la borne inférieure d’une partie non vide de H. De plus, pour
toute partie X de H, si \| X (resp., \ X) est défini dans G, alors X est majorée
(resp., minorée) dans H.

PREUVE. La premiere partie s’obtient immédiatement en appliquant & la défi-
nition et la remarque ci-dessus ’application = — —zx.

Soit alors X C H. Supposons par exemple que \/ X soit défini dans G. Par ce
qui précede, il existe une partie non vide Y de H telle que \/ X = AY. Par suite,
tout élément de X est inférieur ou égal a tout élément de Y, donc (puisque Y est
non vide) X est majorée dans H. De méme, si A X est défini dans G, alors X est
minorée dans H. (]

Pour la nécessité des hypothéses dans la seconde partie du Lemme ci-dessus,
voir 'Exercice 8.7.

PROPOSITION 8.13. Soit G un groupe ordonné dirigé intégralement clos. Alors
il existe une seule complétion de G a isomorphisme preés.

PREUVE. Pour la partie “existence”, il suffit de montrer que le plongement
canonique j: G — Ap(G) est une complétion de G. La complétude de Ap(G)
résulte du Théoreme 8.8. De plus, pour tout A € Ap(G), il est immédiat que A est
la borne supérieure de j[A] (c.a.d. {lz | z € A}). Par suite, j: G — Ap(G) est
bien une complétion de G.

Passons maintenant a la partie “unicité”. Soient donc jo: G — Gg et j1: G —
G deux complétions de G. Afin de construire ’isomorphisme désiré, nous allons
d’abord montrer le fait suivant:

FarT 1. Soit € € {0,1} et soient X et Y deuz parties non vides majorées de
G. Alors

\/js[X] < \/jE[Y} —=Y, CX,.

PREUVE DU Fart. Si V j.[X] < Vj[Y], alors pour tout y € Yy, Vj.[X] <
Je(y), don (Vz € X)(je(2) < je(y)), d’on, puisque j. est un plongement, (Vz €
X)(x <vy), d.e,y€ Xy. Ainsi, Y C X,

Réciproquement, supposons que Y, C X,. Puisque j.: G — G, est une
complétion de G et par le Lemme 8.12, \/ j.[Y] est la borne inférieure d’une partie
de j.[G], il existe donc Z C G tel que \/ j.[Y] = A j:[Z]. Par suite, puisque j. est
un plongement,

(V(y,2) €Y x Z)(y < 2),
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t.e., Z C Yy. Puisque Y7 C X, on obtient Z C X, d'ol, en “remontant le
cours” du raisonnement précédent, \/ j-[X] < Aje[Z], et, par suite, V j-[X] <
V jelY]. O Fait.

En particulier, le fait que \/ jo[X] < V j:[Y] ne dépend pas de e. Ceci permet
de définir deux applications ¢: Gy — G1 et ©¥: G1 — G, inverses 'une de 'autre,
telles que pour toute partie non vide majorée X de G,

o (Violx)) =Valxl et v (Valx]) =\ ilx]

Par suite, ¢ et 1 sont inverses 'une de I'autre; ce sont donc des bijections. De plus,
il résulte du Fait ci-dessus que ¢ et 1 sont croissantes. Par suite, ¢ et 1 sont deux
isomorphismes d’ensembles ordonnés.

Enfin, soient x et y deux éléments de G, on montre que ¢(z+y) = ¢(x)+d(y).
Puisque jio[G] est dense dans Gy, il existe deux parties non vides majorées X et
Y de G telles que x = \/jo[X] et y = \/ jo[Y]. Par suite, en utilisant l'identité
VU+VV =\ (U+V) (conséquence immédiate des identités infinitaires du début
du Chapitre 6), nous obtenons

o +y) =6 (\ jolX]+\/ j1lY])
& (\ (GolX) + dol]))
— ¢ (\/jO[X + Y])
=\/ilX +Y]

=\ ilX]+\/ qlY]

= o(x) + ¢(y)-

Par suite, ¢ est un homomorphisme de groupes. On aurait montré de méme que
1) est un homomorphisme de groupes. Ainsi, ¢ est 1 sont deux isomorphismes de
groupes ordonnés, inverses I’'un de 'autre.

Il reste & vérifier que j; = ¢ o jg. C’est immédiat: pour tout g € G, ¢ o jo(x) =
o (V jol{z}]) = V ji[{z}] = ji(x). Ceci acheve la démonstration. O

Notons que I’énoncé de la Proposition 8.13 dit légerement plus que 'unicité
a isomorphisme pres de tout groupe réticulé complet dans lequel G est dense: il
s’agit en effet de 'unicité au-dessus de G; cela signifie par exemple que si Gy et Gy
sont deux groupes réticulés complets dans lesquels G est dense, alors il existe un
isomorphisme de Gy sur G laissant fizes les éléments de G.

Comme pour les algebres de Boole, nous appellerons la complétion d’un groupe
ordonné dirigé et intégralement clos G celle qui est construite explicitement par
la méthode des coupures de Dedekind décrite ci-dessus. Il est en général com-
mode d’identifier G & son image j[G] dans Ap(G). Modulo cette identification, la
complétion de G, souvent notée G, est un groupe réticulé complet contenant G dans
lequel G est dense. Ce groupe réticulé est unique a isomorphisme pres.

Bien que G puisse étre assez “loin” de G (par exemple quand G n’est pas
lui-méme réticulé...), le plongement de G dans sa complétion posséde certaines
propriétés agréables:
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PROPOSITION 8.14. Soit G un groupe ordonné dirigé et intégralement clos, soit
G la complétion de G. Alors le plongement de G dans G est complet, i.c., pour
toute partie X de G, si \| X (resp., \ X) est défini dans G, alors il est également
défini dans G et c’est le méme. En particulier, si G est un groupe réticulé, alors G
est un sous-groupe réticulé de G.

PREUVE. Supposons par exemple que \/ X soit défini dans G, notons le a.
Montrons que a est la borne supérieure de X dans G. Tout d’abord, a majore X.
Soit g € G tel que X < g. Puisque G est dense dans G’, il existe (Lemme 8.12) une
partie Y de G telle que g = A\Y (dans G). Par suite, X < A\Y, ie., Y C X_;
mais puisque a est la borne supérieure de X dans G, X; = Ta, donc Y C Ta, d’ou
a <Y par suite, puisque g est la borne inférieure de Y dans G7 il vient a < g. Ceci
montre bien que a est la borne supérieure de X dans G. En appliquant x — —z,
on obtient le résultat pour A.

En appliquant ce résultat aux paires d’éléments de GG, on obtient la conclusion
dans le cas ou G est un groupe réticulé. O

Cependant, ’analogie avec les algébres de Boole complétes s’arréte (entre autres)
au théoreme de Sikorski: en effet, il n’est pas difficile de montrer que tout groupe
réticulé injectif (au sens donné au Chapitre 4) est trivial (voir 'Exercice 8.9).
Cependant, il est possible (voir [Wehr5]) de montrer—mais nous ne présenterons
pas la preuve ici, ne disposant pas des outils nécessaires (méthode du forcing en
théorie des ensembles)—Ile résultat suivant, qui est ’analogue du théoréme de Siko-
rski pour les groupes réticulés complets:

THEOREME 8.15. Soit G un groupe réticulé complet. Soit (x;)icr un ensem-
ble de symboles de variable (“inconnues”), soit (;);es un ensemble de formules
atomiques du langage (V, N, +,—, <) a variables dans {x; | i € I} et a paramétres
dans G, soit (a;)ic; une famille indexée par I d’éléments de GT. Considérons le
systeme “d’équations” 3 suivant:

5. {cpj(i) (tout j € J)

|xi;| <a; (toutiel).

Si tout sous-systéme fini de ¥ admet une solution dans G', alors ¥ lui-méme admet
une solution dans GT.

Ce que dit ce résultat est que pour tout systeme d’équations ou d’inéquations
¥ (utilisant V, A, +, —, <) & parametres dans un groupe réticulé complet G, sans
aucune restriction sur le nombre d’inconnues de ¥ (qui peut étre infini), s'il existe
un “rectangle” [[;c;[—ai, a;] (on [~ay, a;] = {x € G | —a; < x < a;}) dans lequel
tout sous-systeme fini de ¥ admet une solution, alors X lui-méme admet une solution
dans [],c;[—ai, a;]. Il n’est par ailleurs pas difficile de voir que cette propriété dite
de “compacité équationnelle” entraine la complétude, si bien que l'on obtient de
nouveau un équivalent algébrique (bien que cela n’apparaisse pas au premier coup
d’ceil) de la complétude pour les groupes réticulés.

Nous allons a présent nous concentrer sur certaines propriétés du premier ordre
satisfaites par les groupes réticulés complets et pas par tous les groupes réticulés.
Nous connaissons déja une telle propriété, qui est la commutativité; mais méme
dans le cas commutatif, il existe des différences “au premier ordre” entre les groupes
réticulés complets et les groupes réticulés en général.
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LEMME 8.16. Soit m un entier naturel non nul, soit G un groupe abélien or-
donné non k-perforé pour tout k € {1,...,m} et soit X une partie de G. Si \/ X
(resp., N\ X) est défini dans G, alors \/(mX) (resp., N(mX)) aussi, et

\/(mX) zm\/X (resp., /\(mX) :m/\X).

PREUVE. Par récurrence sur m. C’est évident pour m = 1. Supposons la
propriété vraie pour m — 1, o m > 2. Supposons par exemple que b = \/ X soit
défini. Alors mb est un majorant de mX; montrons que c’est le plus petit. Soit
donc ¢ un majorant de mX. Soit y € X. Alors pour tout x € X, mz < c et
my < ¢, dout (m — 1)my < (m — 1)¢, d’ot, en additionnant membre & membre,
mx + (m—1)my < me, d’on, en simplifiant, x4+ (m— 1)y < ¢, soit (m—1)y < c—x;
par suite, en prenant la borne supérieure sur y € X et par hypothese de récurrence,
il vient que (m — 1)b < ¢ — x, soit < ¢ — (m — 1)b; en prenant la borne supérieure
sur € X, il vient donc b < ¢ — (m — 1)b, soit mb < ¢: ceci prouve donc bien que
mb = \/(mX). Le résultat pour A s’en déduit par dualité. O

L’analogue de ce résultat n’est pas vrai en général pour G non commutatif,
puisqu’on n’a alors méme pas toujours 2a A 2b = 2(a A b). De plus, dans le cas
abélien, voici quelques contrexemples qui montrent que I'on ne peut pas trop af-
faiblir I’hypothese de non perforation:

EXEMPLE 8.17. Soit G = Z/2Z, muni du cone positif trivial. Posons a = 0 et
b= 1. Alors 2a = 2b dans G, alors que {a, b} n’admet pas de borne supérieure dans

G.

Cependant, cet exemple est un groupe de torsion. L’exemple ci-dessous est
sans torsion (mais perforé):

EXEMPLE 8.18. Soit G = Z, muni du céne positif GT = N\ {1} (c’est une
vieille connaissance!). Alors G est un groupe abélien sans torsion ordonné dirigé.
Posons a = 2 et b = 3. Alors 2aV 2b est défini dans G (en fait, 2a < 2b), mais {a, b}
n’admet pas de borne supérieure dans G: en effet, a et b sont inférieurs (dans G) a
c=>5 et d =6, mais il n’existe aucun élément x de G tel que 2,3 < x < 5,6.

Ceci laisse apparaitre, pour la premiere fois, la propriété d’interpolation finie
(ou plutot, en occurrence, son absence. . . ).

Voyons maintenant si ’on essaie d’aller de \/(mX) & \/ X...méme dans le cas
des groupes dirigés, 'on ne peut pas dire que si \/(mX) existe (avec m € N\ {0}),
alors \/ X existe, méme quand X est une paire, voir les Exercices 8.10 et 8.11.
Il existe méme des contrexemples quand G est un groupe réticulé abélien, wvoir
I’Exercice 8.12.

ProprosIiTION 8.19. Soit G un groupe réticulé complet et soit m un entier
naturel non nul. Alors pour tout x € G, il existe un plus grand élément y de G tel
que my < x.

PREUVE. Soit X = {y € G | my < z}. Alors —|z| € X, donc X est non
vide. De plus, X est majorée (par |z|), donc, puisque G est un groupe réticulé
complet, X admet une borne supérieure, disons y, dans G. Par le Lemme 8.16,
my=mV X =\ (mX) <z, et y est donc le plus grand élément de X. O

Si G est un groupe réticulé et x € G et m € N\ {0}, nous noterons (z : m)
le plus grand élément y de G §’il existe tel que my < x. Il est étrange de noter
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que méme dans le cas o-complet, (z : 2) peut ne pas étre défini pour tout = (voir
I’Exercice 8.13).

DEFINITION. Soit G un groupe réticulé. Un élément s de GT \ {0} est dit
singulier, quand
(Ve GN)(2x < s =2 =0).
Le groupe réticulé G est dit singulier, quand tout élément de G* \ {0} majore un
élément singulier de G.

LEMME 8.20. Soit G un groupe réticulé, soit g un élément strictement positif
de G qui ne majore aucun élément singulier de G. Alors pour tout m € N\ {0}, il
existe h € G\ {0} tel que mh < g.

PREUVE. Un raisonnement facile par récurrence montre qu’il suffit de prouver
que si g > 0 ne majore aucun élément singulier, alors il existe h > 0 tel que 2h < g.
Mais ceci résulte du fait que g lui-méme n’est pas singulier. O

DEFINITION. Un monoide M est divisible, quand pour tout m € N\{0}, 'égalité
mM = M a lieu.

COROLLAIRE 8.21. Soit G un groupe réticulé complet. Alors G ne contient
aucun élément singulier si et seulement si G est divisible.

PREUVE. Il est trivial que si G est divisible, alors il ne contient aucun élément
singulier. Réciproquement, supposons que G ne contienne aucun élément singulier.
Soit € G et soit m € N\ {0}. Puisque G est complet, y = (z : m) est défini
(Proposition 8.19). Supposons que my < z, et soit ¢ = = — my. D’apres le
Lemme 8.20, il existe h > 0 tel que mh < g. Alors m(y + h) < x avec y + h > v,
contradiction. Ainsi, my = x, ce qui prouve que G est divisible. ([

COROLLAIRE 8.22. Soit G un groupe réticulé complet. Alors G est somme
directe (en tant que groupe réticulé) d’un groupe réticulé complet divisible et d’un
groupe réticulé complet singulier.

PREUVE. Soit S I'ensemble des éléments singuliers de G. Puisque S+ est une
polaire de G, il résulte du Lemme 8.1 que G = S+ @ S+ (en tant que groupe
réticulé, voir le Lemme 8.5). Par le Lemme 8.20, St est divisible. Si g est un
élément strictement positif de S+, alors g majore un élément singulier: dans le
cas contraire, g appartiendrait en effet & S+, contradiction. Par suite, St+ est
singulier. O

Nous allons conclure ce chapitre par une autre propriété du premier ordre
des groupes réticulés complets (et en fait des groupes réticulés o-complets), la
projetabilité.

DEFINITION. Un groupe réticulé G est dit projetable, quand pour tout p € G,
G={p}- @ {p}

Ainsi, un groupe réticulé est projetable quand toute polaire principale de G en
est un facteur direct; il revient au méme de dire que G satisfait 1’énoncé

(Vz)(Vp > 0)Fy) (lyl Ap=0et (V2> 0)(zAp=0=|—y+z|Az=0)).

Pour les groupes réticulés complets, c’est vrai d’apres le Corollaire 8.4. Nous allons
le montrer pour les groupes réticulés o-complets. Cette hypotheése n’est pas la plus
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faible possible, voir par exemple [Bern2] ot S. J. Bernau montre que tout groupe
archimédien “latéralement o-complet” est projetable.

PROPOSITION 8.23. Tout groupe réticulé o-complet est projetable.

PREUVE. Soit G un groupe réticulé o-complet. Pour montrer que G est pro-
jetable, il suffit de montrer que pour tout p € G+, G = {p}+ +{p}++; pour ce faire,
il suffit de montrer que tout élément de G* appartient & {p}*+ + {p}+*. Soit donc
a € GT. Posons b= \/{a Anp | n € N} (est bien défini puisque G est o-complet).
Tout élément de {p}+ est orthogonal & tous les a A np (n € N), donc & leur borne
supérieure par la Proposition 6.6; par suite, b appartient & {p}+=.

Il reste donc & montrer que a — b € {p}*. Soit donc x = (a — b) A p. Alors
b+z=(b+a—0b)A(b+Dp)
=aA(b+p) (car G est commutatif)
:a/\\/{(a/\np)er\nEN}
a/\\/{(a+p (n+1)p|neN}
:\/{a/\(a+p)/\(n+1)p|n€N}

—\/{a/\(n+1p|n€N} (car p > 0)
—b,

d’ot = 0, ce qui montre bien que (a — b) Ap =0. O

Exercices du Chapitre 8

EXERCICE 8.1. Montrer qu’un groupe réticulé G est complet si et seulement si
toute partie non vide bornée de G admet une borne supérieure (resp., toute partie
non vide bornée de G admet une borne inférieure).

EXERCICE 8.2. Soit G un groupe réticulé. Sie € GT, on dit qu'une composante
de e est un élément x de G tel que z A (e — x) = 0.

(a) Montrer que si 2 est une composante de e, alors e et 2 commutent.

(b) Montrer que I’ensemble des composantes de e est une algebre de Boole. Quel est
le complément d’une composante de e?

(¢) Montrer que deux composantes quelconques de e commutent. (Indication: six
et y sont deux composantes de e, montrer que y est la somme d’une composante
1Yo < x et d’une composante y; L x; montrer que deux composantes comparables
ou orthogonales commutent).

(d) On suppose que G est complet, et que e est une unité faible de G, c.a.d.

(Vo€ GT)(eANz=0=2=0).

Montrer que ’algebre de Boole des composantes de e est isomorphe a I'algebre
de Boole complete des polaires de G.

EXERCICE 8.3. Soit G un groupe réticulé complet non réduit & {0} dont les
seules polaires sont {0} et G. Montrer que G est isomorphe & Z ou a R.

EXERCICE 8.4. Soit G un groupe réticulé complet et soit B ’algebre de Boole
complete des polaires de G. Montrer que pour tout entier naturel n, B a exactement
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n atomes (i.e., B est isomorphe & P(n)) si et seulement si il existe & < n tel que
G =7k x RvF,

EXERCICE 8.5. * Soit G un groupe réticulé complet et soit X une partie finie
de G. Montrer qu’il existe un entier naturel n et des polaires Gy (k < n) de G telles
que G = @,,_,, Gi et, pour tout k < n, si m est la projection de G sur G}, suivant
@D, 1 G, alors m[X] est une chaine. (Indication: par exemple pour X = {a,b},
dire que la polaire de (a — b)™ est un facteur direct de G).

EXERCICE 8.6. Trouver un exemple de groupe ordonné conditionnellement
complet non réticulé (n.b.: il existe des exemples triviaux!).

EXERCICE 8.7. Soit G = ZN et soit H = Z™ le sous-groupe de G dont les
éléments sont les applications a support fini de N vers Z; munissons G de sa struc-
ture naturelle de groupe ordonné.

(a) Montrer que G et H sont des groupes réticulés complets, et qu’en fait H est un
sous-groupe réticulé complet de G (i.e., c’est un sous-groupe réticulé de G et
pour toute partie X de H, si \/ X est défini dans H, alors il est défini dans G
et c’est le méme).

(b) Pour tout n € N, soit e, la fonction caractéristique de {n}. Soit X ={e, | n €
N}. Montrer que \/ X est défini dans G mais que X n’est pas majorée dans H.

EXERCICE 8.8. Soit G un groupe ordonné dirigé intégralement clos. Soient
a et b deux éléments de G tels qu’il existe une partie infinie I de N telle que
(Vn € I)(na < b). Montrer que a < 0.

EXERCICE 8.9. Un groupe réticulé G est injectif quand pour tous groupes
réticulés A C B, tout -homomorphisme de A vers G se prolonge en un homomor-
phisme de B vers G.

Montrer que si G est un groupe réticulé injectif, alors G = {0} (Indication:
Considérer le plongement canonique de G dans Z Xjex G).

EXERCICE 8.10. Soit A le groupe Z X Z, muni du cone positif 2N x 2N. Puis
posons G = Q Xjex A. Soient « et B les deux éléments de A définis par o = (1,0)
et B = (0,1); puis posons a = (0,a) et b = (0, 9).

(a) Montrer que G est un groupe abélien ordonné dirigé sans torsion.
(b) Montrer que v = 2« V 203 est défini dans A.

(¢) Soit ¢ = (0,7). Montrer que ¢ = 2a V 2b dans G.

(d) Montrer que {a,b} n’admet pas de borne supérieure dans G.

L’exercice suivant montre un exemple non perforé avec des propriétés similaires.
EXERCICE 8.11. Soit B = Z3, muni du cone positif
Bt ={(z,y,2) e N* |2 +y =22}
Puis posons G = Q Xjex B. Soient a, 3, et v les éléments de B définis par
a=(1,0,0); 8 =1(0,1,0); v=(2,2,1).
Puis posons a = (0,«), b= (0,0), et ¢ = (0,7).
(a) Montrer que H est un groupe abélien ordonné dirigé non perforé.

(b) Montrer que v = 2aV 203 dans B. En déduire que ¢ = 2a Vv 2b dans H.
(¢) Montrer que ¢ ¢ 2H, et que {a, b} n’admet pas de borne supérieure dans H.
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EXERCICE 8.12. * Soit X un espace topologique séparé. On considere I’ensemble
Go = C.(X,Z) des applications continues & support compact de X vers Z.
(a) Montrer que Gy est un sous-groupe réticulé du groupe réticulé C(X,Z) des
applications continues de X vers Z.
(b) Soit G ={f+2k| f € Gp et keZ}. Montrer que G est un sous-groupe réticulé
de C(X,Z) contenant Gy.
Par la suite, prenons X = PB(N) \ {@}, o P(N) = {0,1}" est muni de la
topologie produit et X est muni de la topologie induite. Pour tout n € N, soit
X, ={x € X | n €z} et soit f, la fonction caractéristique de X,,. Prenons Gg
et GG définis comme ci-dessus. Soit e la fonction constante de valeur 2 sur X.
(¢) Montrer que les f,, (n € N) et e appartiennent a G.
(d) Montrer que dans G, /.y 2fn = €.
(e) Montrer que cependant, e ¢ 2G et que {f, | n € N} n’admet pas de borne
supérieure dans G.

EXERCICE 8.13. * Soit X un ensemble indénombrable quelconque (par exemple
R). Soit G I’ensemble des applications f: X — R dont le support, supp(f) = {z €
X | f(x) # 0} est dénombrable. Puis soit G = {f +2k| f € Gy et k € Z}.
(a) Montrer que Gy est un sous-groupe réticulé o-complet de R¥.
(b) Montrer que G est un sous-groupe réticulé o-complet de R* contenant Gj.
(¢) Soit a la fonction constante de valeur 2 de X vers R. Montrer que a € G, et que
(a:2) n’est pas défini dans G.

EXERCICE 8.14. Soit G un groupe réticulé. Montrer qu’un élément s de G\ {0}
est singulier si et seulement si

Ve,yc GH(z+y<s=axAy=0).
EXERCICE 8.15. Montrer que tout groupe réticulé o-complet G qui est 2-
divisible (i.e., 2G = G) peut étre muni naturellement d’une structure d’espace

vectoriel sur R. (Indication: soit D I'ensemble des nombres rationnels de la forme
p/2" ot p € Z et n € N. Pour tout A € RT et tout z € G, définir

)\-:U:\/{rac\relDetrg)\}.)

EXERCICE 8.16. Soit A un groupe réticulé commutatif et soit £ un groupe
réticulé complet. On dit qu'un homomorphisme de groupe f: A — E est relative-
ment borné quand pour tout z € AT, f[[0, z]] est majoré (on note [0, z] = {y €
G| 0 <y <ua}), positif quand f[AT] C ET.

(a) Montrer qu'un homomorphisme de groupe f: A — E est relativement borné si
et seulement si il existe deux homomorphismes de groupe g et h de A vers E
tels que f = g — h. (Indication: poser g(x) = \/{f(y) |y € [0, z]}).

Soit Homy, (4, E') 'ensemble des homomorphismes relativement bornés de A
vers E.

(b) Montrer que ’ensemble des homomorphismes positifs de A vers E est le cone
positif d’une structure de groupe abélien ordonné dirigé sur Homy, (A, E).

(c) Montrer que Homy, (A4, E) est un groupe réticulé complet.

EXERCICE 8.17. Soit G un groupe réticulé archimédien. Montrer que pour
toute partie K de G et tout b € K+,

b=\/{bAnlz||z € K et n € N}.
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EXERCICE 8.18. Soit G un groupe réticulé. Montrer que G est archimédien si
et seulement si pour tous éléments a et b de G,

b=\/{b/\n(nb—a)|nEN}.

(Indication: si la condition ci-dessus est vérifiée, il est facile de voir que G est
archimédien. Si G est archimédien et a et b sont deux éléments de GT, appliquer
I'Exercice 8.17 & K = {(nb —a) V 0 | n € N}; pour vérifier que b € K-+, montrer
que pour tout p € K+ positif et tout n € N, n(bAp) < a.)



CHAPITRE 9

Groupes d’interpolation, groupes de dimension;
Théoreme d’Effros, Handelman, et Shen

Ce chapitre se propose d’introduire une notion plus faible que celle de groupe
abélien réticulé, celle de groupe d’interpolation. En fait, c’est pour les groupes de
dimension que nous disposerons d’un puissant théoréeme de structure, celui d’Effros,
Handelman, et Shen, qui dit que les groupes de dimension sont exactement les
limites directes de groupes simpliciaux. Ce résultat date de 1980 [EfHS], mais
P.A. Grillet a démontré en 1976 un résultat sur les semi-groupes commutatifs dont
le théoreme d’Effros, Handelman, et Shen se déduit facilement [Gril].

NOTATION. Soit (P, <) un ensemble préordonné. Pour toutes parties X et YV
de P, on note X <Y 1’énoncé

V(z,y) e X xY)(z <vy);

si X = {a} (rvesp., Y = {b}), on note souvent a < Y (resp., X < b). Si X =
{ai,a2,...,am} et Y = {by,ba,...,b,}, on note

ai by

ag bo
<.

am bn

Le but de cette derniere notation est d’éviter les notations ambigués du type
a < b,c < d, qui peut signifier aussi bien [a < b et ¢ < d] que

DEFINITION. La propriété d’interpolation finie est ’axiome suivant:

(Vao, a1, bo, br) (ao < bo = (J) (ao <z< 20>> .

a1~ b a1 1

PROPOSITION 9.1. Soit G un groupe abélien préordonné. Alors (G, <) satisfait
la propriété d’interpolation finie si et seulement si (GT,+) satisfait la propriété de
raffinement.

PREUVE. Supposons d’abord que (G, +) satisfait la propriété de raffinement.

. b . s
Soient alors ag, a1, by, et by dans G tels que ZO < bo' En appliquant la propriété
1 1
de raffinement & I’égalité (& termes dans G)

(bo — ao) + (bl — al) = (bl — ao) + (b() — (ll),

127



128 9. GROUPES D’'INTERPOLATION ET DE DIMENSION

on obtient une matrice de raffinement

by —ao | bo — a1

by — ag Coo co1

by —ax C10 C11

avec les ¢;; (4,7 < 2) dans G1. Soit alors x = ag + cgp. Alors ag < z et x <
ag + coo + co1 = bo. De plus, by —x = by — ag — coo = co1 < co1 + c11 = by — ay,
d’ot1 a; < z, et enfin © = ag + cop < ag + coo + €10 = b1: ainsi, nous avons obtenu

ao<x<bo'
ay _bl

Réciproquement, supposons que (G, <) satisfait la propriété d’interpolation finie.
Soient ag, a1, by et by dans GT tels que ag + a1 = by + b;. Pour tout x € GT, la
matrice suivante

bo by

[N T ag — I

a1 | bg—x | by —ag+x

est une matrice de raffinement (en effet, (by — ) + (b1 — ag +x) = aq), il suffit donc
de chercher z € G tel que z, ag — x, by — x, et by — ag + = soient tous positifs, i.e.,
0 Qg
<zr< .
ag — by — r= bo
Puisque G satisfait la propriété d’interpolation finie, il suffit pour qu’il existe un
tel z que
0 Qg
ag — by — bo-
La seule inégalité a vérifier qui n’est pas tout a fait triviale est ag — by < by, soit
ag < bg + by, ce qui est immédiat vu que ag + a1 = by + by. O

DEFINITION.

— Un groupe d’interpolation est un groupe abélien ordonné satisfaisant la
propriété d’interpolation finie.

— Un groupe de Riesz est un groupe d’interpolation dirigé.

— Un groupe de dimension est un groupe d’interpolation dirigé non perforé,
i.e., un groupe de Riesz non perforé.

EXEMPLE 9.2. Soit G un groupe abélien quelconque. Alors G, muni du cone
positif trivial {0}, est un groupe d’interpolation; ce n’est un groupe de Riesz que si

G = {0}.

EXEMPLE 9.3. Munissons Z/2Z de son ordre trivial (qui donne la seule struc-
ture de groupe ordonné possible sur Z/2Z), Q de son ordre naturel et soit G =
Q Xiex Z/27. Alors il est facile de vérifier que G est un groupe de Riesz (ezercice:
écrire les preuves!). Cependant, G est 2-perforé, et en fait il n’est pas sans torsion.

PROPOSITION 9.4. Tout groupe abélien réticulé est un groupe de dimension.
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PREUVE. Soit G un groupe abélien réticulé. Alors G est dirigé (Lemme 6.13(a))
et G est non perforé (Corollaire 6.16). Si ag, ai, by, et by sont des éléments de G
tels que
ap _ bo
a; — by’
alors on obtient immédiatement

ag bo
<agVa <,
a; = 0 1_b17

par suite, G satisfait la propriété d’interpolation finie. O

EXEMPLE 9.5. Soit Zgiser le groupe Z, muni du coéne positif {0}; soit G =
Q Xiex Zaiscr- Alors il est facile de vérifier que G est un groupe de dimension (voir
IExercice 9.2 pour une généralisation utile). Cependant, G n’est pas un groupe
réticulé: par exemple, (0,0) et (0,1) n’ont pas de borne supérieure dans G; en effet,
si (r,n) était une telle borne supérieure, alors r ne peut étre nul (sinon n =0 = 1),
donc r > 0, et on obtiendrait alors les inégalités suivantes

(0,0)

(0.1) < (r/2,0) < (r,n),

une contradiction.

Voir les Exercices 9.4 a 9.6 pour d’autres exemples simples de groupes de
dimension non réticulés.

EXEMPLE 9.6. Soit G le groupe Z, muni du céne positif Gt = N\ {1}. Alors G
est un groupe abélien dirigé, sans torsion et 2-perforé. Il ne satisfait pas la propriété
d’interpolation finie: en effet, dans G,

2 5
<
3-6
mais il n’existe pas d’élément x de G tel que

2 5
<zx< .
3="=¢
Une classe fondamentale d’exemples de groupes de dimension est la classe suiv-
ante:

DEFINITION. Un groupe simplicial est un groupe ordonné qui est isomorphe &
un certain groupe ordonné Z™ ol n est un entier naturel.

Il est immédiat que tout groupe simplicial est un groupe réticulé, donc un
groupe de dimension. Les groupes simpliciaux se caractérisent facilement de fagon
“abstraite”:

DEFINITION. Soit G un groupe ordonné. Un atome de G est un élément stricte-
ment positif e de G satisfaisant
(Vz,y e GY)(z+y=e= (z=0o0uy=0)).
Il revient donc au méme de dire que pour tout élément = de G, 0 < = < e implique
que x =0oux=ce.

PRrROPOSITION 9.7. Un groupe abélien ordonné G est simplicial si et seulement
si G est un groupe de Riesz et G est un monoide finiment engendré.
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PREUVE. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons
que G est un groupe de Riesz tel que GT est un monoide finiment engendré. Par
suite, il existe une partie génératrice (pour la structure de monoide) finie minimale
S de G*. On montre que les éléments de S sont des atomes de G. Pour ce faire,
on commence par montrer que S est une partie incomparable de G, i.e., si a et b
sont deux éléments distincts de S, alors a £ b. Supposons en effet au contraire que
a < b. Donc b — a > 0, donc, puisque S engendre G, il existe une décomposition
b—a =) cgnss pour une famille (n,)ses d’entiers naturels. Si n, > 0, alors
b <b—a, dou, puisque ¢ > 0, a = 0, ce qui contredit la minimalité de S (S\ {0}
engendre aussi GT). Par suite, n, = 0, et donc b = a + 23# nss appartient au
sous-monoide de Gt engendré par S\ {b}; par suite, S\ {b} engendre G en tant
que monoide, ce qui contredit la minimalité de S. Par suite, S est incomparable.

Soit maintenant e € S. Puisque S est une partie génératrice minimale de G,
e # 0. De plus, soit x € G tel que 0 < z < e. Puisque z € GT et que S engendre
G, x s’écrit sous la forme ) _¢ngs pour une famille (ny)ses d’entiers naturels.
Si tous les ns sont nuls, alors x = 0. Sinon, il existe s € S tel que ny > 0, d’ol
0 < s < z. Par suite, s < e, d’ou, puisque S est incomparable, s = e, d’ou = > e,
d’ou, puisque = < e, x = e. Par suite, nous avons bien montré que les éléments de
S sont des atomes de G+.

Soit maintenant f 'application de Z° vers G définie par

frxrm Zm(s)s.

seS

Il est immédiat que f est un homomorphisme de groupes ordonnés. Puisque G+
est engendré en tant que monoide par S, I'image de f contient G™; puisque G est
dirigé, f est surjective. Enfin, f est trivialement croissante.

Finalement, soit 2 € Z7 tel que f(z) > 0; on montre que = > 0. Supposons que
ce ne soit pas le cas; il existe donc sy € S tel que z(sg) < —1. Soit m = max{x(s) |
s € 5\ {so}}. Par suite,

s0 < —x(sg)se < Z z(s)s <m Z s,

s#£So S#£S0

d’ot1, puisque G'* satisfait la propriété de raffinement et par la propriété de décom-
position de Riesz (Lemme 5.6), il existe une suite finie (z;);er (avec I =m x (S'\
{s0})) d’éléments de G tels que chaque x; est inférieur & un élément de S\ {so}
et

S0 = g Ty
il
par définition d’un atome, tous les z; sont nuls, d’'ott s = 0, contradiction. Par
suite, x > 0, ce qui permet de conclure que f est un isomorphisme de groupes
ordonnés. (]

DEFINITION. Une base simpliciale d’un groupe simplicial S est une suite finie
(2;)i<n énumérant sans répétition 'ensemble des atomes de S.

Par suite, la base canonique de Z" est une base simpliciale de Z". De fagon
générale, une base simpliciale d’un groupe simplicial est unique a permutation des
indices pres.
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Dans quel sens les groupes simpliciaux sont-ils des exemples fondamentaux de
groupes de dimension? Comme nous allons le voir, tout groupe de dimension peut
s’obtenir “d’une certaine facon” a partir de groupes simpliciaux. Quelle est la nature
de cette construction? Il ne s’agit pas de somme directe, ni de produit direct, ni de
réunions croissantes (R est un contrexemple dans les trois cas; voir les Exercices
9.10 et 9.11). 1l s’agit d’une généralisation de la réunion croissante, appelée limite
directe (ou limite inductive filtrante). Cette notion se définit en fait dans un cadre
trés général (groupes, anneaux, modules, corps tant que l'on ne considére que des
limites inductives “filtrantes”, algébres de Boole, groupes (pré)ordonnés, groupes
réticulés, etc.). Nous allons la définir dans le cas des groupes (pré)ordonnés, en
gardant néanmoins cette possibilité de généralisation a l'esprit.

DEFINITION. Un systéme direct de groupes préordonnés est la donnée de deux
familles:

— Une famille (G;);c; de groupes préordonnés, indexée par un ensemble
dirigé I,
— Une famille (fi;)( j)erxr, i<; d’homomorphismes de groupes préordonnés,
telles que
(a) Pour tout i € I, fi; =idg,,
(b) Pour tous ¢, j, k dans I tels que ¢ < j <k, fir = fjix o fij. Le diagramme
commutatif correspondant est le suivant:

Gy
fik
fik
G; Gj
fij

Un systéme direct avec point & l'infini est un systéme direct (notons-le comme
ci-dessus) tel que 'ensemble d’indices I admet un plus grand élément.

Notons qu’il suffit de vérifier (b) pour i < j < k dans I. Souvent, pour ne
pas alourdir les notations, on notera ((G;):, (fij)i<;) le systeme direct ci-dessus,
I’ensemble d’indices I étant clair d’apres le contexte.

EXEMPLE 9.8. Soit (G )nen une suite de groupes préordonnés, soit (fn)nen
une suite d’homomorphismes avec f,,: G,, — G,41 pour tout n. Pour tous m < n
dans N, posons

fmn :fn—lo"'ofm-i-lofm

(donc idg, pour m =n). Alors il est facile de vérifier que ((Gm)ms (frn)m<n) €st
un systeme direct de groupes préordonnés.

Dans le contexte de la définition ci-dessus, si I admet un plus grand élément co
et sil'on pose J = I\ {00}, on peut poser Goc = G et fjoo = f; (pour tout j € J),
et on peut alors utiliser la notation

((Gj)jer, (fij)i<j aans 7, G, (fj)jer)
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pour un systéme direct avec point & Uinfini, et dire qu’alors, (G, (f;)icr) est point
a Uinfint de ((G;)jet, (fij)i<j dans 7). 1l revient au méme de dire que

((Gy)jes; (fij)i<j dans )
est un systéme direct et que de plus, pour tous ¢ < j dans J, f; = f; o fi;. Les
relations de commutation correspondantes sont donc les suivantes:

— Pour ¢ < j < kdans J, fir = fjk o fij; le diagramme commutatif corre-
spondant est le suivant:

Gy
fik
Tik
G G
fij

— Pour i < j dans J, f; = fj o fi;; le diagramme commutatif correspondant
est le suivant:

G
fi
I

G; Gj

fij

Heuristiquement, la limite directe d’un systéeme direct est le “plus petit point
a l'infini” de ce systeme:

DEFINITION. Soit 8 = ((G;)icr, (fij)i<j dans 1) un systéme direct. Un systéme
(G, (fi)ier) est limite directe de § quand c’est un point & I'infini de 8 et pour tout
point & infini (H, (h;)icr) de S, il existe un et un seul homomorphisme h de G
vers H tel que

(Vie I)(hi =ho f) :

=

G;

fi
Par abus de langage, on dit souvent que G est une limite directe de 8, ou encore
que G est une limite directe des G;.

PROPOSITION 9.9. La limite directe d’un systéme direct est unique d isomor-
phisme preés.
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PREUVE. Soient (G, (fi)icr) et (G', (f])ier) deux limites directes d’un systéme

1
direct 8§ = ((Gi)ier, (fij)i<j dans 1). Par définition, il existe un seul homomorphisme

f: G — G (resp., f': G' — G) tel que pour tout i € I, f/ = fof; (vesp., fi = f'of]).
Par suite, pour tout i € I, f; = (f'of)of;; mais, par définition de la limite inductive,
il existe un seul homomorphisme ¢: G — G tel que pour tout i € I, f; = po f;,
c’est fatalement I'identité: par suite, f' o f = idg. De méme, f o f' = idg/. Par
suite, f et f’ sont deux isomorphismes, inverses 'un de 'autre, satisfaisant, pour
tout i € I, fl = fofiet fi=fofl O

LEMME 9.10. Soit 8§ = ((Gi)ier, (fij)i<j dans 1) un systéme direct de groupes
préordonnés. Alors il existe un point o Uinfini (G, (fi)icr) de 8 tel que:

(i) G est un groupe préordonné;

(il) G = U, filGil;

(iii) Gt = Uie[ fz[Gj_]y

(iv) Pour touti€ I, Ker f; = U, Ker f;;.

PREUVE. Soit § = [J;;{i} x G;. On définit sur G une relation binaire ~ en
posant

(20)~ G = (302 ) () = Fu(0).

Notons alors que dans le contexte ci-dessus, pour tout [ > k, nous obtenons aussi
fu(x) = fr o fin(x) = fro fin(y) = fi(y); ainsi, (i,x) ~ (j,y) si et seulement si
pour tout k assez grand dans I, fix(x) = f;x(y). En utilisant ce fait et le fait que I
est dirigé, on obtient facilement que ~ est une relation d’équivalence sur §. Posons
alors G = G/ ~; pour tout (i,x) € G, posons

fi(z) = [i, 2] = classe d’équivalence de (i, z) modulo ~ .

Notons que pour tout j > 4, [i, ] = [j, fi;(x)]; par suite, on obtient immédiatement
le

FAIT 1. L’égalité G = U;¢; filGi] a lieu. De plus, pour tous i < j dans I,
fi= fj o fij'

Donnons a G une structure de groupe préordonné. Pour ce faire, nous aurons
besoin du Fait suivant, dont la vérification est immédiate:

FaIT 2. Soient i, i dans I, x,y € G; et x’, y' € Gy. Alors
(o) ~ (7)ot (ivg) ~ (1 9)) = (x4 ) ~ (o0 +4/). O Fait 2

Ceci permet de définir une fonction + de G X G vers G en posant [i, ]+ [i, y] =
[i, x+y]; cette fonction est en fait définie en tout point de G x G, car pour tous (i, x)

et (j,y) dans G et pour tout k > ;., (t,2) ~ (k, fir(z)) et (J,y) ~ (k, fjr(y)), donr

G x G = U, [ilG] x fi[G]. 1l est alors immédiat que + est associative, d’élément
neutre 0 = [0,0¢,] (ne dépend pas de 'indice ) et que pour tout (i,z) € G, I'inverse
de [i, 2] est [i, —x]. Bref,

FarT 3. (G,+,0) est un groupe.

Puis on pose, par définition,

at = rlGll,

icl
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ce qui regle du méme coup le cas de la condition (iii).

Il est alors facile de vérifier que G est un sous-monoide distingué de (G, +,0);
ainsi, G est muni d’une structure de groupe préordonné.

Par définition de G, tous les f; sont des homomorphismes de groupes pré-
ordonnés. Il reste & régler le point (iv). Soit donc ¢ € I. Puisque pour tout
J =4 fi = fjo fi, il vient que U;5, Ker fi; C Ker f;. Réciproquement, soit
z € Ker f;. Par définition, [i,z] = [i,0¢,], il existe donc j > i tel que f;;(z) = 0,
i.e., v € Ker f;;; d’ou (iv). O

PRrROPOSITION 9.11. Soit 8 = ((Gi)ier, (fij)i<j dans 1) un systéme direct de
groupes préordonnés, soit (G, (fi)icr) un point a Uinfini de 8 (G est un groupe
préordonné et les f; sont des homomorphismes de groupes préordonnés). Alors
(G, (fi)ier) est une limite directe de § si et seulement si les conditions suivantes
sont réalisées:

(a) G =Ujes filGil;
(b) G =User filGT1;
(c) Pour touti€ I, Ker f; =, Ker fi;.

PREUVE. Supposons d’abord que (a), (b), et (c) soient réalisées. Soit (H, (h;)icr)
un point & 'infini de 8. Par le point (a), il existe au plus une application h: G — H
telle que pour tout i € I, h o f; = h;. Montrons maintenant l’existence de h. Il est
indispensable de définir h par h(f;(z)) = h;(z) (pour tout ¢ € I et tout = € G;).
Pour montrer qu'une telle définition est cohérente, il suffit de (et il faut) mon-
trer que pour tous 4,5 € I et tous ¢ € G;, y € Gy, fi(r) = f;(y) entraine que

hi(z) = hj(y). Puisque I est dirigé, il existe k € I tel que k > ; Par suite,

on obtient fi(fi(2)) = fu(fik(y)), d’ott fix(z) — fir(y) € Ker fi. Par (c), il ex-
iste donc | > k tel que fir(x) — fir(y) € Ker fi; par suite, fi(z) = fi(y), d’on
hio fu(z) = hio fji(y), i.e., hi(x) = h;(y). Ceci montre donc qu'’il existe une (et
une seule) application h de G vers H telle que pour tout ¢ € I, h; = ho f;.

Il est alors facile de vérifier que h est un homomorphisme de groupes. De
plus, si £ € G*, alors, par (b), il existe i € I et x € G tels que & = fi(z), d’'ou
h(§) = hi(z) € HT: donc h est un homomorphisme de groupes préordonnés.

Réciproquement, supposons que (G, (fi)icr) soit limite directe de S. Soit
(H, (h;)icr) le systeme construit dans le Lemme 9.10; par le Lemme 9.10, (H, (h;)er)
satisfait (a), (b), et (¢). Par ce qui précéde, (H, (hi)icr) est donc lui aussi une lim-
ite directe de 8. Par la Proposition 9.9, il existe donc un (unique) isomorphisme
h: G — H tel que pour tout ¢ € I, h; = h o f;; cet isomorphisme permet alors
facilement de transférer (a), (b), et (c) (satisfaits par (H,(h;)ics)) au systéme
(G, (fi)ier)- 0

Le résultat d’unicité démontré dans la Proposition 9.9 permet de parler de “la”
limite directe plutot que d’“une” limite directe d’un systeme de groupes ordon-
nés. Plus précisément, nous appellerons la limite directe d’un systéme le systeme
construit dans la preuve du Lemme 9.10, et nous noterons alors

(G, (fi)ier) = Um((Gi)ier, (fij)i<j dans 1),

et une limite directe toute limite directe de ce systeme, qui est donc isomorphe a
I'objet précédent—TIa notation lim ci-dessus est encore largement acceptable dans ce
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cas. Une notation plus simple souvent utilisée (mais en tout état de cause abusive)
pour cela est la notation

[

il
qui est néanmoins tolérable quand les f;; et les f; sont soit clairs par le contexte,
soit peu importants.

Comme mentionné auparavant, ces résultats se généralisent dans un contexte

extrémement vaste, & des modifications mineures pres (essentiellement, les condi-
tions (a), (b), et (c) changent).

EXEMPLE 9.12. Soit G un groupe préordonné, soit I un ensemble ordonné
dirigé et soit (G;)icr une famille croissante (pour l'inclusion) de sous-groupes de
G, telle que | J,c; Gi = G. Alors G = lii>niel G;, dans un sens naturel: pour tous
i < j dans I, observons que G; C G, et prenons donc pour f;; 'inclusion de G;
dans G;; de méme, pour tout ¢ € I, prenons pour f; Iinclusion de G; dans G. 1l
est alors trivial de vérifier les conditions (a), (b), et (c¢) de la Proposition 9.11. Par
suite,

(G, (fi)ier) =Um((Gi)ier, (fij)i<j dans 1),
mais il est compréhensible que dans ce contexte, I’on néglige de mentionner les
homomorphismes. . .

Cependant, bien que la notion de limite directe puisse étre considérée comme
une généralisation naturelle de 'exemple ci-dessus, ce dernier est loin d’en étre la
forme la plus générale. Par exemple, les f;; ou les f; peuvent trés bien ne pas étre
injectifs! Cependant, si les f;; sont injectifs (resp., des plongements), alors les f;
sont également injectifs (resp., des plongements):

COROLLAIRE 9.13. S0it 8 = ((Gi)ier, (fij)i<j dans 1) un systéme direct de grou-
pes préordonnés, soit (G, (fi)icr) une limite directe de 8. Si tous les homomor-
phismes fi; (i < j) sont injectifs (resp., des plongements), alors tous les f; sont
injectifs (resp., des plongements).

PREUVE. Le premier énoncé résulte immédiatement de la Proposition 9.11
(condition (c)). Supposons maintenant que tous les f;; (¢ < j dans I) sont des
plongements. Soit i € I. Nous savons déja que f; est un homomorphisme injectif
de groupes préordonnés. Pour montrer que f; est un plongement, il suffit donc de
montrer que pour tout € G;, f;(x) > 0 entraine que x > 0. Or, par la condition
(b), il existe j € I et y € G;-' tel que fi(z) = f;(y). Puisque I est dirigé, il existe

k € I tel que k > ; Par suite, fir(x) — fjx(y) appartient & Ker fi, donc a Ker fy,

pour un certain [ > k dans I (condition (c)); par suite, fr(fir(x)— fjx(y)) = 0, soit
fulx) = f1(y); mais y € G;‘ et fj; est un homomorphisme de groupes préordonnés,
d’ou f;(x) > 0; par suite, puisque f; est un plongement de groupes préordonnés,
il vient > 0, ce qui acheve la preuve. O

COROLLAIRE 9.14. Soit 8 = ((Gi)ier, (fij)i<j dans 1) un systéme direct de grou-
pes ordonnés, soit (G, (fi)icr) une limite directe de 8. Alors G est un groupe or-
donné.

On peut énoncer ceci comme “toute limite directe de groupes ordonnés est un
groupe ordonné”.
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PREUVE. Soit ¢ € GT N (=GT). Par le point (b), il existe ¢ et j dans I et
T €G] etye G;‘ tels que g = fi(x) = —f;(y). Soit k > ; dans I. Alors on peut
écrire g = fr(fir(2)) = —fu(fix(y)), dou fi(fir(x)+ fir(y)) = 0; par (c), il existe

donc I > k tel que fi(fix(x) + fix(y)) = 0; par suite, fiu(x) = —f;(y); puisque
T € G;r et y € Gj et fi et fj sont des homomorphismes croissants, on a donc

fu(z) = fuly) =0, dou g = fio fu(x) =0. Ainsi, GT N (-G*) = {0}. O
Une preuve similaire, mais plus simple, donne immédiatement le Corollaire

suivant:

COROLLAIRE 9.15. Toute limite directe de groupes abéliens préordonnés est un
groupe abélien préordonné.

PREUVE. Soit
(G, (fi)ier) =1im((Gi)ier, (fij)i<j dans 1)
avec les G; abéliens préordonnés. Soient a et b dans G. 1l existe i,j € I et x € G;
et y € G tels que a = f;(x) et b = f;(y). Puisque I est dirigé, il existe k € I tel
que k > ; Par suite, a = fi(2') et b= fi(y') avec 2’ = fir(z) et ¥y = fjr(y). Par
suite, a +b = fr(z' +v') = fu(y +2') =b+a. O

Il est en fait possible de démontrer une grande variété d’énoncés de la sorte,
avec des preuves (tout aussi faciles) du méme style. .. nous aurons juste besoin du
suivant:

COROLLAIRE 9.16. Toute limite directe de groupes de dimension est un groupe
de dimension.

PREUVE. Soit
(G, (fi)ier) = Um((Gi)ier, (fij)i<j dans 1)
avec les G; abéliens ordonnés, les G; étant des groupes de dimension. Tout d’abord,

d’apres les Corollaires 9.14 et 9.15, G lui-méme est un groupe abélien ordonné. Pour
tout a € G, il existe i € I et & € G; tels que a = f;(x) (condition (a)); puisque G;

est dirigé, il existe y € Gf tel que = < y; par suite, a < fi(y), et G est donc dirigé.
Pour continuer nous aurons besoin du Fait suivant:

FAIT 1. Pour tout i € I et tout x € G;, fi(x) > 0 si et seulement si il existe
j >t tel que f;;(x) > 0.

PREUVE DU FAIT. 1l est évident que la condition est suffisante. Réciproque-
ment, supposons que f;(x) > 0. Par définition de G, il existe j € [ et y € Gj tel

que fi(z) = f;(y). Puisque I est dirigé, il existe k € I tel que k > ; Par suite,

fir(x) — fjr(y) appartient a Ker f, donc & Ker fi; pour un certain ! > k dans [
(condition (c)); par suite, frui(fix(x)— fir(y)) =0, soit fu(x) = fj(y); maisy € Gj+
et fj; est un homomorphisme de groupes préordonnés, donc fi;(x) > 0. O Fait.

ZO. En appliquant le fait que I
1

est dirigé, puis le Fait ci-dessus, on obtient facilement 'existence de i € I et xq, x1,

. a
Puis soient ag, a1, by, et by dans G tels que ao <
1
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Yo, et y1 dans G tels que pour tout v < 2, a, = fi(x,) et b, = fi(y,), et io < zo.
1 1

Puisque G; est un groupe d’interpolation, il existe z € G; tel que io <z< zo; par
1 1

. . Qa b
suite, nous obtenons aussi aO <c< bo avec ¢ = f;(z).
1 1

Enfin, montrons que G est non perforé. Puisque G est abélien, il suffit de
montrer que pour tout m € N\ {0} et tout a € G, ma > 0 implique que a > 0. 11
existe i € I et © € G; tels que a = f;(x). Par suite, f;(max) > 0, d’oti, par le Fait
ci-dessus, l'existence de j > i dans I tel que f;;(mx) > 0, soit mf;;(x) > 0; puisque
G; est non perforé, f;;(z) >0, d’ott a = f; o fi;(x) > 0. O

En fait, les Corollaires de 9.14 a 9.16 sont des cas particuliers d’un énoncé de
préservation beaucoup plus général, qui permet en fait de décider ces Corollaires
du premier coup d’ceil, mais dont la formulation nécessite la connaissance des défi-
nitions les plus basiques de la théorie des modeles, voir ’Exercice 9.12.

Une conséquence particuliere du Corollaire 9.16 est que toute limite directe de
groupes simpliciaux est un groupe de dimension. Ce qui est surprenant est que la
réciproque est vraie—c’est cela, le théoréeme d’Effros, Handelman, et Shen.

DEFINITION. Un systéme linéaire est un ensemble fini d’équations (considérées
par exemple comme des objets formels) de la forme

p11X1 +pi2Xe  +-o-+pipnx, =0
Po1X1 + p2eXe 4o+ DX, =0

Pmi1X1 + Pma2Xe + -+ PmnXn = 0

ol les p;; sont des entiers relatifs. Si M est un sous-monoide d’un groupe abélien
G, une solution de ¥ dans M est un élément de M™ qui satisfait les équations de
3.

Remarquons que dans le contexte de la définition ci-dessus, si ¢ = (q;)i<m €st
une solution de ¥ dans N, alors pour tout groupe abélien préordonné G et tout
t € G, @ = (¢;t)i<m est une solution de ¥ dans GT. Par suite, toute combinaison
linéaire (& coefficients dans N) de solutions du type ¢t comme ci-dessus est encore
une solution de ¥ dans GT. Si toutes les solutions de ¥ dans tous les cones positifs
de groupes préordonnés d’une certaine classe § (qui sera par la suite la classe
des groupes de dimension) sont de cette forme, nous dirons alors avoir obtenu un
paramétrage des solutions de ¥ dans [les objets de| G:

DEFINITION. Soit

p11X1 +pi2Xe  +-o-+pinx, =0
P21X1 + pasXa 4+ poapx, =0

Pmi1X1 + PmaXe + -+ PmnXn = 0
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un systeme linéaire et soit G une classe de groupes préordonnés. Un paramétrage
de ¥ dans G est un systeéme linéaire de la forme suivante:

X1 =quti  +qete+--- +@nty

X = qo1t1  +qooto + -+ +qantn

Xp = @nity  tgnoto +--- +gunty

o N et les g;; sont des entiers naturels, tel que pour tout G dans G, les solutions
de ¥ dans G sont exactement les sommes finies

N
=) @t

v=1
ol l'on pose ¢, = (¢iv)i<n €t les ¢, sont des éléments de GT.

Ainsi, un paramétrage de ¥ dans G est une expression de la solution générale
de ¥ dans les cones positifs des éléments de §.

Notons que si Z est dans la classe G, ce qui sera le cas pour la classe des
groupes de dimension, les ¢, eux-mémes sont solutions de ¥ (poser t¢ =1si { = v,
0 sinon). Le Lemme fondamental dans la preuve du théoreme d’Effros, Handelman,
et Shen est aussi celui qui concentre toute I'information de nature “arithmétique”
et “calculatoire” de ce résultat:

LEMME 9.17. Toute équation linéaire est paramétrable dans la classe des grou-
pes de dimension, et ceci de maniére calculable.

PREUVE. Soit D la classe des groupes de dimension. Nous allons paramétrer
dans D une équation linéaire donnée

P1X1+ -+ PaXp = Oa (91)

ou les p; sont des entiers relatifs. Si tous les p; sont de méme signe (éventuellement
nuls), un paramétrage de (9.1) est évidemment

x; =0 (tout i € I)

oul={ie{l,...,n}|p; # 0}. Dans le cas général, associons & 1’équation (9.1)
un degré, qui sera, par définition, (p,l), ot

p:max{|p1|,...,|pn|}7
[ = nombre de i € {1,...,n} tels que p = |p;].

Nous allons construire un paramétrage de (9.1) dans D, par récurrence sur (p,l)
ordonné lexicographiquement (i.e., par récurrence d’abord sur p € N, puis sur

1 e N\ {0}).

Pour p = 0, tous les p; sont nuls, cas que nous avons déja considéré. Supposons
donc que (9.1) ait pour degré (p,l) avec p > 0 et que l'on ait paramétré tous les
systémes linéaires de degré strictement inférieur & (p,!). Puisque nous avons déja
considéré le cas ol tous les p; sont de méme signe (ou nuls), nous pouvons supposer
sans perte de généralité qu’il existe au moins deux indices ¢ et j tels que p; > 0 et
p; < 0.
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Quitte & renuméroter les (p;, X;) et a changer le signe de (9.1), on peut supposer
sans perte de généralité que p = p; et qu’il existe m € {1,...,n} tel que

(Vi e {1,...,m})(pi > 0),
(Vie{m+1,...,n})(p: <0).

Pour tous éléments positifs z1,..., x,, du cone positif d’'un groupe de dimension G
satisfaisant (9.1), i.e., prz1 + -+ + ppxy =0,

pr1 =p121 < P1x1+ -+ PmTm

= —Pm+1Tm+1 — *°* — Pndn
S p(merl + -+ l‘n),
d’ou, puisque G est non p-perforé, 1 < 41+ - -+ +x,. Puisque 1, Ty, .., Tn

sont tous positifs, il existe, par la propriété de décomposition de Riesz, des éléments
zi (m+1<i<n)deG" telsquez; =Y 7" .z et pourtoutie {m+1,...,n},
z; < x;. La relation & satisfaire entre les x; et les z; est alors la suivante:

n n
p Z Zi +Zpi93¢ =0,
i=2

i1=m-+1

c’est a dire
n

m n
S (p+p)z+ Y piwi+ Y pilwi—z)=0.
i=m—+1 i=2 i=m+1
Or, pour m+1 < i < n, tous les p+ p; appartiennent a Uintervalle {0,1,...,p—1},
et le nombre de fois ol p figure dans {|pa|,...,|pn|} est exactement [ — 1; par suite,
le degré de ’équation
n m n

Z (p+pi)u; + ZPiVi + Z piw; =0 (9.2)

i=m+1 i=2 i=m+1
est soit (p,l — 1), soit de la forme (p’,1") on p’ < p, donc dans tous les cas, il est
strictement inférieur & (p,l). Par suite, (9.2) est paramétrable. Soit donc

u; =rpyr +--+7TNYN (m—l—lSZSTL)
Vi =8;i1y1 +- -+ SiNYN (2<i<m)
W, = S;1Y1 —|—+51N}’N (m—|—1§2§n>

un paramétrage de (9.2) dans D. Un paramétrage de (9.1) dans D s’obtient alors en
posant z; =w; (m+1<i<n),x;,=v; 2<i<m),x;—z;=w; (m+1<i<n)
et en résolvant en x, sans oublier que X1 = Z;, 11 + - + Z,. 1l est alors facile de
voir que ’on obtient le systeme suivant:

X = Si1y1+ -+ SiNYN (2<i<m)
X = (rin + si1)y1+ -+ (rinv + Sin)yn (m+1<i<n)
X1 = (Z Til)}’l—f' +<Z TiN)YN

i=m-+1 i=m+1

(9.3)
(nous n’utiliserons plus le paramétrage donnant les z;, en 'occurrence z; = r;1y1 +
-~ rinyn pour m+1 < i <n). Quelle est U'interprétation de ce résultat? Elle est
que dans tout cone positif d’un groupe de dimension, toute solution de (9.1) est né-
cessairement de la forme (9.3). Le fait que cette condition soit également suffisante
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revient & dire que nous n’avons “oublié” aucune relation entre les x; et les z;;
de facon pratique, il s’agit de vérifier que les vecteurs colonnes de (9.3) vérifient
Péquation (9.1). Mais ceci est un simple calcul sans surprise, qui n’utilise que la
définition des r;; et des s;;, et qui montre finalement que (9.3) est le paramétrage
recherché. |

Le Corollaire suivant ne sera pas directement appliqué a la preuve du théoreme
d’Effros, Handelman, et Shen, mais il vaut cependant la peine d’étre formulé:

COROLLAIRE 9.18. Tout systéme lin€aire est paramétrable dans la classe des
groupes de dimension, ceci de facon calculable.

PREUVE. Soit

p11X1 +pi2Xe  +-oc+pinXn, =0
P21X1 +p2Xs 4+ papx, =0

Pmi1X1 + PmaXe + -+ PmnXn = 0

un systeme linéaire. Nous construisons, par récurrence sur le nombre m d’équations,
un paramétrage de X dans la classe D des groupes de dimension. Pour m = 1 il
s’agit du Lemme 9.17. Supposons avoir montré le résultat au rang m — 1 (avec
m > 2), et considérons un systeme a m équations comme ci-dessus. Soit

X1 =quy1 +qi2y2+--- +QNYN
X2 = @¢21Y1 +g22¥2+ -+ +@nNYN

Xp = Gn1Y1 +@n2Y2+ - +@uNYN

un paramétrage de 'équation p11x;1 + p1oXs + - -+ + p1pX, = 0. Substituons aux x;
les expressions ¢;1y1 + qi2y2 + - - - + ¢;nyn figurant dans le paramétrage ci-dessus.
Les m — 1 dernieres équations figurant dans ¥ deviennent un systéme ¥’ de m — 1
équations d’inconnues y1,. .., y . Par hypotheése de récurrence, ¥’ est paramétrable
dans D. La substitution des expressions obtenues (par ce paramétrage) pour les y;
dans x; = ¢;1y1 + ¢i2y2 + - + givyn (1 < ¢ < n) donne alors un paramétrage de
Y. dans D. O

C’est donc ce Corollaire 9.18, ainsi que ’algorithme sous-jacent, qui donne un
moyen de résoudre dans les cones positifs de groupes de dimension (en particulier,
dans N) tout systeme linéaire & coefficients entiers. L’algorithme décrit ici, quoiqu’a
priori peu performant, est tout a fait praticable dans des cas “de petit degré”; voir
les Exercices 9.13 et 9.14, et en imaginer (des tas) d’autres du méme type!

LEMME 9.19. Soit G un groupe de dimension, soit S un groupe simplicial, soit
f:+ S — G un homomorphisme de groupes ordonnés et soit a € Ker f. Alors il existe
un groupe simplicial T et des homomorphismes de groupes ordonnés p: S — T et
g: T — G tels que f = gop et a € Kerp:
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PREUVE. Soit (u;)i<m une base simpliciale de S, et posons z; = f(u;) pour
tout 7 < m. Il existe (p;)i<cm € Z™ tel que a = ), p;u;. Par suite,

0= f(a) = szxz
<m
Par le Lemme 9.17, il existe un paramétrage de I’équation ), p;x; = 0 dans la
classe des groupes de dimension. Fixons-nous un tel paramétrage:

{Xi = Zj<n qi;yj (tOU.t 7 < m)
(avec n et les ¢;; dans N). Puisque G est un groupe de dimension, il existe donc y;
(j < n) dans G™ tels que pour tout i < m, z; = Zj<n qijYj-
Posons alors T' = Z", soit (v;)j<n la base canonique de 7. On peut définir
deux homomorphismes ¢: S — T et g: T — G par

(Vi <m) | p(ui) = Z%’jvj )
j<n
(V5 <n)(g(vy) = y;)-
Il est immédiat que ¢ et g sont des homomorphismes de groupes ordonnés. De

plus, pour tout i < m, gop(u;) = > ;, i;y; = i = f(ui), et par suite gop = f.
Enfin,

p(a) = pip(u)

<m

= Z pi Z 4ijVj
i<m j<n

= Z <Z piQij) Vj
j<n \i<m

=0,

la derniere égalité provenant du fait que pour tout j < n, le “vecteur” (g;;)i<m est
solution de I'équation ), em PiXi = 0. 0

Le Lemme suivant est un analogue “global” du Lemme 9.19——c’est-a-dire pour
tous les éléments de Ker f. La signification intuitive de son énoncé est que si .S est un
groupe simplicial, G un groupe de dimension et f: .S — G est un homomorphisme
de groupes ordonnés, alors I'on peut “approximer” f par un homomorphisme de
groupes ordonnés de S vers un groupe simplicial T; c’est donc le groupe simplicial
T qui approxime parfaitement (“du point de vue de f”) le groupe de dimension G.
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LEMME 9.20. Soit G un groupe de dimension, soit S un groupe simplicial, soit
f+S — G un homomorphisme de groupes ordonnés. Alors il existe un groupe
simplicial T et des homomorphismes de groupes ordonnés p: S — T et g: T — G
tels que f = gow et Kerp = Ker f.

PREUVE. Montrons d’abord que pour tout sous-groupe A de Ker f, il existe un
groupe simplicial T et deur homomorphismes de groupes ordonnés ¢: S — T et
g: T — G tels que f = gop et A C Ker .

Notons que A est un sous-groupe de S qui est lui-méme un groupe abélien libre
finiment engendré, il est donc lui-méme [libre et] finiment engendré; par suite, il
suffit de raisonner par récurrence sur le rang de A (i.e., 'unique entier naturel r
tel que A soit isomorphe—en tant que groupe—a Z"). Pour A = {0}, il suffit de
prendre T' = S, ¢ = idg et g = f. Supposons avoir démontré notre assertion pour
tout A de rang strictement inférieur & r (avec r € N\ {0}) et prenons maintenant
A de rang r. Par suite, il existe a € A et un sous-groupe A’ de A de rang r — 1 tels
que A = A’ + Za. Par hypothése de récurrence, il existe un groupe simplicial S’
et deux homomorphismes de groupes ordonnés ¢': S — S’ et f/: S — G tels que
f=[fop et A/ CKeryp'. Mais puisque a € Ker f, 0 = f(a) = f/'(¢'(a)) = 0, donc
¢'(a) € Ker f" et donc, par le Lemme 9.19, il existe un groupe simplicial T et deux
homomorphismes de groupes ordonnés ¢: S — T et g: T — G tels que f' = go
et ¢'(a) € Ker.

Posons alors ¢ = 1 o ¢'. Puisque A" C Kery’ et ¢'(a) € Ker, il vient
A CKerg. Deplus, gop=gopoy' = f oy =f.

Ainsi, notre assertion de départ est démontrée. Notre Lemme n’en est que le
cas particulier A = Ker f. O

On en déduit alors le théoreme d’Effros, Handelman, et Shen:

THEOREME 9.21. Les groupes de dimension sont exactement les limites directes
de groupes simpliciauz.

PREUVE. Le sens facile est fourni immédiatement par le Corollaire 9.16: puisque
toute limite directe de groupes de dimension est un groupe de dimension (et que
les groupes simpliciaux eux-mémes sont des groupes de dimension), toute limite
directe de groupes simpliciaux est un groupe de dimension.

Réciproquement, soit G un groupe de dimension. Nous allons construire un
systeéme direct de groupes simpliciaux dont une limite directe est G (avec des ho-
momorphismes idoines).

Notre ensemble d’indices sera I’ensemble A des parties finies non vides de G,
muni de 'inclusion. Il est trivial que (A, C) est un ensemble ordonné dirigé. Puis on
construit pour tout A € A, par récurrence sur le cardinal de A, un groupe simplicial
G 4, un homomorphisme de groupes ordonnés g4 : G 4 — G et des homomorphismes
de groupes ordonnés hpa: Gg — G4 pour tout B g A dans A satisfaisant les
conditions suivantes (qui seront prises comme hypotheses de récurrence):

(1) A€ galcil

(b) ga o hpa = gp pour tout B g A dans A;

(¢) pour tous C', B dans A avec C' G BG A, hca = hpa o hep;
(d) pour tout B ; A dans A, Kerhgy = Ker gp.
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Pour A = {a} (a € GT), posons G4 = Z et définissons ga: Z — G, n — na.
Alors (a), (b), (c) et (d) sont triviaux.

Supposons maintenant que A possede au moins deux éléments, et posons alors

H'= & Gs,

BgA dans A

qui est trivialement un groupe simplicial; pour tout B g A dans A, soit qgga: Gg —
H* le plongement canonique. L’application “somme ” des gp est alors un homo-
morphisme de groupes ordonnés g : H4 — G tel que pour tout B ;Cé A dans A,

QA °gBA = 9gB-

Nous sommes alors dans la situation du Lemme 9.20 précédent, avec ce g*: HA —
G...! Ainsi, il existe un groupe simplicial G 4 et deux homomorphismes de groupes
ordonnés w: HA — G et ga: G — G tels que

gaowas=gtet Kerg = Kerpa.
De plus, définissons alors, pour tout B g A dans A,

hpa =¢a0qpa
(qui est donc un homomorphisme de groupes ordonnés de G vers G 4). Montrons
alors les points de (a) a (d):

(a) Soit a € A. Puisque A possede au moins deux éléments, il existe B & A
tel que a € B. Par hypothese de récurrence, il existe donc x € GE tel que
gp(z) = a. Par suite, a = gp(z) = g o qpa(x) = ga o pa 0 qpa(x), donc
ac€ga [GX]

(b) Soit B ; A dans A, montrons que g4 o hpa = gg. C’est un calcul
immédiat:

gaohpa=gaopaoqpa =g~ oqpa=gp.

(c) Soient C' et B dans A avec C' S B S A. Montrons que hga = hpaohep.
Mais hca = pa o qca et hpaohcp = paoqpaohep, et Kerpa =
Ker g# par construction, il suffit donc de montrer (en utilisant I’argument
pa(z) = paly) & g*(x) = g*(y)) que g* 0gca = g* 0gpachep. Mais le
membre de droite est égal a gp o hop, donc, par hypothese de récurrence,
A gc, alors que le membre de gauche est égal, par définition de ¢, & g¢;
par suite, les deux membres sont égaux.

(d) Soit B & A dans A, montrons que Kerhps = Kergp. D’une part, par le

(b), g5 = ga o hpa, d’ou linclusion Ker hps C Ker gg. Réciproquement,
puisque gp = gA O 4gBA;
qpa[Ker gp] C Kerg* = Ker pa,

d’ou Ker gg C Ker(paogpa) = Ker hpa. Finalement, on obtient Ker gg =
Ker hBA-

Par suite, I’hypothese de récurrence est bien maintenue et (en complétant la
construction par hys = idg,) la construction est achevée. Il reste a vérifier que

(G, (94)aca) = lim((Ga)aca, (hpa)Bca dans A)-
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Pour cela, utilisons la caractérisation de la Proposition 9.11. Pour tout a € GT, g4
est un homomorphisme de groupes ordonnés et a € g4 [Gz], d’ou

Gt = U gA[GjZ]v
AcA
d’ott du méme coup
G= | 94Gal
AcA

puisque G est dirigé. Il reste & vérifier (¢). Soit donc A € A. Puisque g4 = gpohap
pour tout B O A dans A, il vient

U Kerhap C Kerga.
BDA

Réciproquement, pour tout B ; A dans A, Kerhap = Ker ga par le (d) ci-dessus,
d’ot1 ’égalité

U KerhAB = KergA,

BDA
ce qui acheve la démonstration. O

A cause du caractére non constructif du Lemme 9.19, la preuve ci-dessus dépend
de 'axiome du choix. Mais dans le cas ou G est dénombrable, ou, plus généralement,
bien ordonnable, ou encore si G est un groupe réticulé, alors I'on peut rendre la
preuve du Lemme 9.19 constructive, donc aussi celle du Théoreme 9.21.

Pour conclure, un principe de transfert de Z aux groupes de dimension. D’abord,
une notion de base en théorie des modeles:

DEFINITION. Une formule atomique [du langage (4, <)) est une formule du

type
Zpixi =0
i<n

ou bien
> pixi >0,
<n

ol n est un entier naturel et les p; (i < n) sont des entiers relatifs. Les x; sont alors
les variables de la formule.

Bien que la notion de “formule atomique” soit suffisamment universelle (elle
désigne la méme chose dans la plupart des références), les notions suivantes de
formule linéaire ou spéciale ne le sont pas:

DEFINITION. Une formule linéaire est une conjonction finie de formules atom-
iques. Une formule spéciale est un énoncé de la forme

(VXl, e 7Xm)(SD(X17 e 7Xm> = (HYh e 7yn)w<xla e Xmy Y1, ayn))
ou @ et ¥ sont des formules linéaires.
Par exemple, les énoncés exprimant la non m-perforation (m fixé), ou bien
la propriété d’interpolation finie, ou bien le fait d’étre dirigé, sont des formules

spéciales (exercice facile!). Une traduction facile du Corollaire 9.18 donne alors le
Lemme suivant (voir [Wehr10, Proposition 2.2]):
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LEMME 9.22. Soit ¢(x1,...,X,) une formule linéaire. Alors il existe, et ceci de
acon calculable, un entier strictement positifl, e vecteurs” m; € {0,1,. ..,
leulabl tier strict t positifl, etl, “vecteurs” m; € {0,1 I}
<j< els que pour tout groupe de dimension G, satisfait [’énoncé suivan
1<j<ly,)tel tout de di jon G, GT satisfait 1'¢  suivant
(ot l'on pose X = (X1,...,%Xp)):

lW
(VR) [ (X1, . %) & Gy, oy,) [ =) iy,
j=1

PREUVE. Dans un premier temps, on transforme ¢(X) en un systéme linéaire
au sens précédent, en notant que z < y si et seulement si il existe z > 0 tel que
x4 z = y. Puis on applique le Corollaire 9.18 au systéme linéaire ainsi obtenu—Ies
m; sont les vecteurs colonnes du paramétrage ainsi obtenu. [

Notons que dans le Lemme ci-dessus, N satisfait ¢(7;) (il suffit pour le voir de
prendre G = Z).

On en déduit alors immédiatement le résultat suivant [Wehr10, Corollary 2.3]:
PROPOSITION 9.23. Soit 8 une formule spéciale

(Vxl,...,Xm)(w(x17...7xm) = (ﬂyl,...,yn)d}(xl,...,xm,yl,...,yn)).

Soit Ny, le plus grand des coefficients (entiers naturels) de tous les m; (1 < j <l,)
associés a  par le Lemme 9.22. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Pour tout groupe de dimension G, GT satisfait 0;

(ii) N satisfait 0;

(ili) Pourtousx; (1 <i < m)dans{0,..., Ny} tels que N satisfait o(z1,...,2m),

il existe y1,. .., Yn dans N tels que N satisfait (1, ..., TmyY1s- -3 Yn)-

Le point (iii) signifie donc que pour vérifier que N satisfait 0, il suffit de se
restreindre aux m-uplets d’entiers naturels inférieurs ou égaux a N, (et en fait,
comme on le verra, auz m; ).

PREUVE. (i)=-(ii) et (ii)=-(iii) sont triviaux. Supposons maintenant que (iii)
soit vrai. Soit G un groupe de dimension et soient x1,..., z,, dans GT tels que
G satisfait ¢(Z) ou & = (21,...,2,). Par le Lemme 9.22, il existe des éléments
Y1, -, Yo de GT tels que

lo
Tr = E m;y;.
j=1

Pour tout j € {1,...,1,}, puisque N satisfait (1), il existe par hypothese 7i; € N"
tel que N satisfait ¢ (ni;, ;).

Puisque I'ensemble des éléments de (G+)™ satisfaisant ¢ est évidemment un
sous-monoide de (GT)", il suffit donc de vérifier que pour tout j, GT satisfait
W(m;y;,7,y;), ce qui est vrai puisque N satisfait ¢(n1;,7;). On en déduit immé-
diatement (i). O

De facon pratique, on en déduit qu’il existe un algorithme pour décider si une
formule spéciale donnée est satisfaite par tous les cones positifs de groupes de di-
mension: il suffit en effet de vérifier si oui ou non cette formule spéciale est satisfaite
par N, et il suffit méme de le décider pour les vecteurs 771; obtenus par paramétrage
des solutions de ¢ (générateurs du monoide des solutions de ¢ dans N™). On est
donc amené a décider si oui ou non un systeme linéaire donné admet une solution
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dans N, ce qui peut se faire en utilisant de nouveau le Lemme 9.22—woir I’Exerci-
ce 9.25 pour un exemple.

Signalons finalement d’autres points de la littérature ou 'on peut trouver des
analogues du Théoréme d’Effros, Handelman, et Shen. Un premier point est, comme
déja signalé, le Théoréme de Grillet [Gril] olt une forme essentiellement équivalente
(et d’ailleurs de quelques années plus ancienne) est montrée, dans le contexte des
semi-groupes commutatifs. Un autre résultat beaucoup plus difficile, dont la preuve
est d’une extréme complexité, (et qui est encore plus ancien!) est le Théoréme de dé-
composition de Bradford [Brad], qui est un résultat de “paramétrage”, analogue au
Corollaire 9.18, de systemes linéaires dans lesquels les “scalaires” sont des éléments
de N = NU {+o0} au lieu d’étre simplement des entiers naturels. La structure
correspondante n’est plus celle de cone positif de groupe de dimension, mais c’est
celle d’“algebre cardinale”, une structure introduite dans [Tars2] (mais aucune des
preuves des résultats présentés dans cette référence n’atteint, et de tres loin, la
complexité de celle du résultat de Bradford).

Exercices du Chapitre 9

EXERCICE 9.1. Montrer qu’un groupe abélien préordonné satisfait la propri-
été d’interpolation finie si et seulement si son cone positif satisfait la propriété
d’interpolation finie, si et seulement si son cone positif satisfait la propriété de
décomposition de Riesz suivante:

(Vo,y,2)(z<z4+y= (T <2)FY <y)z=2"+V)).

EXERCICE 9.2. * On dit qu’un ensemble ordonné (P, <) satisfait la propriété
d’interpolation stricte finie quand (P, <) satisfait la propriété d’interpolation finie,
i.e., pour tous ag, a1, bg, et by dans P tels que

aop _ bo
a1 < bl7
il existe x € P tel que
a b
C<z< )’
aiq b1
Soient GG et H deux groupes abéliens ordonnés. Montrer que G X ox H est un groupe

d’interpolation si et seulement si G et H sont des groupes d’interpolation et soit G
satisfait la propriété d’interpolation stricte finie, soit H est dirigé.

EXERCICE 9.3. Montrer que Q satisfait la propriété d’interpolation stricte finie
(voir 'Exercice 9.2 pour la définition), mais que Q x Q ne satisfait pas cette pro-
priété.

EXERCICE 9.4. * Soit U un ouvert non vide de R. On considére le groupe
DY(U) des applications dérivables de U vers R, muni du cone positif

DY U)* ={f € D'(U) | (V& € U)(f(x) > 0)}.

(a) Montrer que D (U) est non perforé.

(b) * (cette question nécessite quelques connaissances supplémentaires de topologie
et d’analyse réelle) Montrer que toute application continue de U vers R est
majorée par une application dérivable (et méme de classe C*°) de U vers R. En
déduire que D*(U) est dirigé.



EXERCICES DU CHAPITRE 9 147

(c) Montrer que pour tout élément f de D*(U)" et tout a € U, f(a) = 0 implique
que f’(a) =0 (faire un dessin!).

(d) Soient fo, f1, go, et g1 dans DY(U)* telles que fo + f1 = go + g1. Montrer que
pour tous 7,5 < 2, 'application h;; de U vers R définie par

fi(x)g; (x) :
hij: x— foiney S fo(@) + fi(z) >0,
0 sinon
appartient & D' (U).
(e) En déduire que D(U) est un groupe de dimension.
(f) Montrer que D! (U) n’est pas un groupe réticulé.
EXERCICE 9.5. Soit G = R x R, muni du cone positif
Gt ={(0,0)} U (R x RTT)
(on rappelle que pour tout groupe totalement ordonné H, H*+* = HT \ {0}).
Montrer que G est un groupe de dimension non réticulé.
EXERCICE 9.6. Soit G = R x R, muni du cone positif
Gt ={(0,00}U{(z,y) eRxR|0<y< 2z}
Montrer que G est un groupe de dimension non réticulé.
EXERCICE 9.7. Soit G un groupe abélien ordonné. Un idéal de G, est par
définition, un sous-groupe convexe dirigé de G.

(a) Montrer que si G est un groupe d’interpolation et I est un idéal de G, alors I
et G/I sont des groupes d’interpolation.
(b) Soit G =Z x Z, muni du cone positif
GT = (Nx{0}) U((N\{0}) x (N {0})).
Puis soit I = Z x {0}. Montrer que I est un idéal de G, que I est G/I sont des

groupes d’interpolation mais que G n’est pas un groupe d’interpolation (Indi-

(0,0) _(1,1)
(0,1) = (1,2)"

EXERCICE 9.8. Montrer que si I, J, et K sont trois idéaux d’un groupe d’in-
terpolation G, alors

cation: noter que

INJ+K)=InJ)+({INK),
I+(JNnK)=I+J)n{ + K).

EXERCICE 9.9. Soit G = R?, muni du céne positif
G ={(0,0,0)}u{(x,y,0) € G|z > 0et y >0 U{(z,y,2) € G| z+y >0 et z > 0}.

Soit I = {(z,y,2) € G | z = 0}. Montrer que I est un idéal de G, que I et
G /I sont des groupes de dimension mais que G n’est pas un groupe d’interpolation
(0,0,0) < (2,1,0)

(Indication: noter que (1,-1,0) = (1.0, 1))

EXERCICE 9.10. Soit G un sous-groupe ordonné de (R, +, <) de rang au moins
égal 4 2, i.e., il existe deux éléments (que 1’on peut supposer sans perte de généralité
strictement positifs) a et b de G qui sont linéairement indépendants au-dessus de
Q. Montrer qu’il n’existe pas de famille (G;);c; de sous-groupes de G telle que:
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(i) I est un ensemble ordonné dirigé, i.e., toute paire d’éléments de I est majorée.
(ii) Tous les groupes ordonnés G; sont simpliciaux.
(iii) Pour tous ¢ < j dans I, G; C Gj.
(iV) Uie] G, = G
(Indication: montrer qu’il existe ¢ € I tel que {a,b} C G;. Montrer que le
rang de G; est > 2, puis qu’il existe deux éléments incomparables dans G;).

EXERCICE 9.11. Montrer que le groupe (R, +) ne se plonge pas dans une puis-
sance (nécessairement infinie) de (Z, +).

EXERCICE 9.12. Soit £ un langage du premier ordre. Définir la limite directe
d’un systeme de modeles de la méme fagon que l'on construit la limite directe d’un
systéme de groupes préordonnés dans la preuve du Lemme 9.10 (il s’agit de définir
de nouvelles constantes, opérations et relations sur (J,;{i} x M;/ ~). Soit

(M» (fz)ze[) = @((Mi)ielv (fij)iﬁj dans I)
ou les M; sont des modeles de £ et ol les f;; sont des homomorphismes de modeles
de L. Si P est une propriété dépendant de la variable 7, on notera “(V°*°i)P(i)”
pour (35 € I)(Vi > 5)P(i).
(a) Soit ¢(x1,...,%,) une formule sans quantificateurs positive (i.e., construite &

partir des formules atomiques avec les connecteurs et et ou, mais sans le con-
necteur non), soit ¢ € I, soient as,..., a, des éléments de M;. Montrer que

M = o(fi(ar),..., filan)) <= (v<5) (M; |= ¢(fij(ar), ..., fij(an))).

(b) Soit 8 un énoncé de L qui est une conjonction d’énoncés de la forme

(VXl,...,Xm)<§0(X1,...,Xm) = (Hylu"wyn)w(xla"'7xm7y1u"'7yn))

ol et ¢ sont des formules positives sans quantificateurs de L. Montrer que
si tous les M; satisfont 6, alors M satisfait 6. Retrouver (instantanément!) les
Corollaires 9.14 a 9.16.

(¢) On suppose que tous les f; sont des plongements (au sens de la théorie des
modeles). Montrer que pour tout énoncé 6 de L de la forme V3, si tous les M;
satisfont 0, alors M satisfait 6.

EXERCICE 9.13. Paramétrer dans la classe des groupes de dimension I’équation
3x+y=3x"+y'.

EXERCICE 9.14. Montrer que pour tout m € N\ {0}, un paramétrage de
I’équation x +y = mz dans la classe des groupes de dimension est le suivant:

X = Zogkgm k‘tk

Y = 2o<k<m(m —k)tx

Z = Zogkgm tk.
(Note: c’est aussi vrai pour les groupes d’interpolation, mais il faut alors un peu
plus d’efforts. Essayez!)

EXERCICE 9.15. On appelle un espace vectoriel de dimension un espace vecto-
riel ordonné sur R, dirigé et satisfaisant la propriété d’interpolation finie. Montrer
que tout espace vectoriel de dimension est limite directe d’espaces vectoriels ordon-
nés isomorphes & des R", n € N. (Indication: montrer d’abord que tout espace
vectoriel de dimension est un groupe de dimension; appliquer le théoreme d’Effros,
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Handelman, et Shen, et prolonger les homomorphismes Z™ — Z™ en homomor-
phismes R™ — R™...).

EXERCICE 9.16. Soit k un entier naturel. Pour toute partie X de N*, un vecteur
minimal de X est, par définition, un élément minimal de (X, <), i.e., un élément
a de X tel que

Vz e X)(z <a= 2z =a).

Montrer que pour toute partie X de NF, I’ensemble des vecteurs minimaux de
X est fini. (Indication: considérer 'anneau de polynémes & k indéterminées
R = Z[x1,...,xi]. On rappelle que par le théoreme de la base de Hilbert, R est
un anneau noethérien; appliquer ceci a l'idéal de R engendré par les monomes
Xt x5? - xpF ol (ng,ne, ..., ng) € X).

EXERCICE 9.17. Montrer que pour tout entier naturel k£ et pour tout sous-
groupe G de (ZF, +,0), GNN* est un monoide finiment engendré (on pourra utiliser
I’Exercice 9.16).

EXERCICE 9.18.

(a) Montrer que tout sous-monoide de (N, +,0) est finiment engendré.
(b) Trouver un sous-monoide non finiment engendré de (N2, +, (0,0)).

EXERCICE 9.19. Soit ¥ un systeme linéaire. Montrer que tout paramétrage de
Y. dans Z est un paramétrage de ¥ dans la classe des groupes de dimension.

Cela signifie donc que pour avoir l'expression de la solution générale d’un
systeme linéaire dans tous les groupes de dimension, il suffit de I'avoir dans Z.

EXERCICE 9.20. Montrer que tout groupe de dimension dénombrable est limite
directe d’une suite de groupes simpliciaux (i.e., ’ensemble d’indices du systeme
direct utilisé est N muni de son ordre naturel).

EXERCICE 9.21.

(a) Soit m un entier naturel non nul. Montrer que pour tout groupe de dimension G
et tout a € G, Pensemble des éléments x de G tels que ma < a est dirigé (i.e., si

mz < a et my < a, alors il existe z tel que ; < z et mz < a). (Indication: on

pourra soit raisonner directement par récurrence sur m, de fagon similaire a la
preuve du Lemme 8.16, soit utiliser le théoreme d’Effros, Handelman, et Shen,
soit encore utiliser la Proposition 9.23).

(b) Montrer que pour tout entier naturel non nul m, ’équation mx +y = mx’ +y’
admet pour paramétrage dans la classe des groupes de dimension le systéme

suivant:
X =u-+tyv,
y =mw+z,
x =u+w,
y =mv+az

(voir aussi I'Exercice 9.13). Essayer de résoudre cette question sans admettre au
préalable le théoreme d’Effros, Handelman, et Shen! On aura ainsi montré que
le théoreme de représentation de Grillet par les limites directes de puissances
finies de N entraine [assez facilement] celui d’Effros, Handelman, et Shen.
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EXERCICE 9.22. * Soit ¢(x,¥, &) une formule linéaire (ot ¥ a m variables et &
a n variables). Soit G un groupe de dimension et soient aq,. .., a, des éléments de
G. Montrer que 'ensemble X suivant:

X={reG|(Fye Gy a)}
est dirigé.
EXERCICE 9.23. Soit G un groupe abélien ordonné. Un élément u de G est

une unité forte de G quand pour tout g € G, il existe un entier naturel n tel que
g < nu; G est simple quand tout élément de G+ \ {0} est une unité forte de G.

On définit une relation binaire < sur G en posant, pour tous x et y dans G,
z <Ly < (x=youy—x est une unité forte de G).

(a) Montrer que < est une relation d’ordre compatible avec la structure de groupe
et que (G,+,0, <) est un groupe abélien ordonné simple.

(b) Soit X un espace topologique compact et soit G = C(X). Si f et g sont deux
éléments de G, quand a-t-on f < g7

(¢) Soit X un espace topologique compact. Montrer que (C(X),+,0,<) est un
groupe de dimension simple.

(d) (Zx17Z,+,(0,0), <) est-il un groupe d’interpolation?

EXERCICE 9.24. ** Montrer qu’il existe un sous-monoide A de Q7 satisfaisant
les conditions suivantes:
(a) N\ {1} C 4
(b) 1¢ 4;
(c) A satisfait la propriété de raffinement.
Montrer qu’alors, A + (—A) muni du céne positif A est un groupe de Riesz
simple (voir 'Exercice 9.23), sans torsion mais 2-perforé. (Indication: noter que
pour tous z et y dans A\ {0}, il existe m et n dans N\ {0} tels que mx = ny).

EXERCICE 9.25.

(a) Soit E un groupe abélien totalement ordonné, soit n un entier naturel et soit
f:Z" — E un f-homomorphisme non nul. Montrer que Ker f est un ¢-idéal
premier de Z™. En déduire qu’il existe k < n et un f~-homomorphisme g: Z — F
tel que pour tout (z;);<, dans Z",

f(@i)icn) = glap).

(b) * En déduire qu’un groupe abélien totalement ordonné est limite directe par des
£-homomorphismes d’une famille de groupes simpliciaux si et seulement si il est
isomorphe & un sous-groupe de (Q, 4,0, <). (Indication: si E est limite directe
par des /-homomorphismes d’une famille de groupes simpliciaux, montrer que
pour tous éléments x et y de E, il existe (m,n) € (Z x Z) \ {(0,0)} tel que
mx = ny).

(¢) En déduire que Z Xjox Z n’est pas limite directe par des £-homomorphismes de
groupes simpliciaux.

EXERCICE 9.26. Quelles sont les solutions dans N de I’équation 2x—3y+4z = 97
(une possibilité est de paramétrer 'équation 2x — 3y + 4z = t).

EXERCICE 9.27. On dit qu'un groupe ordonné G est faiblement archimédien
quand pour tous éléments a et b de GT, si pour tout entier naturel n, on a na < b,
alors a = 0.
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(a) Montrer que tout groupe réticulé faiblement archimédien est archimédien.

(b) Montrer que Z Xjex Z n’est pas faiblement archimédien.

(c) * Trouver un exemple de groupe abélien ordonné faiblement archimédien non
archimédien.

EXERCICE 9.28. * Soit G un groupe abélien ordonné et soit u une unité forte de
G (voir 'Exercice 9.23). Un état de (G, u) est, par définition, un homomorphisme
de groupes ordonnés s: G — R tel que s(u) = 1.

(a) Soit H un sous-groupe de G tel que u € H, soit a € G et soit s un état sur
H. Montrer que s se prolonge en un état sur H + Za (on pourra montrer que
les valeurs possibles du candidat pour étre “s(a)” se trouvent dans un intervalle
non vide de R, comme dans la preuve du théoréme de Hahn-Banach).

(b) En déduire que (G, u) admet au moins un état.

EXERCICE 9.29. * Cet exercice nécessite les connaissances de base sur le produit
tensoriel (de Z-modules). Soient A et B deux groupes abéliens préordonnés. On
munit le produit tensoriel A ® B de A et B (considérés comme Z-modules) du
sous-ensemble (A ® B)t de toutes les sommes finies >_._ a; ® b; ol pour tout 4,
(ai,b,-) € At x Bt.

(a) Montrer que (A ® B)" est le cone positif d'une structure de groupe préordonné
sur A® B.
Nous nous référerons désormais & A ® B muni de ce cone positif comme le
produit tensoriel des groupes préordonnés A et B, et nous le noterons encore
A ® B. On peut montrer sans difficulté que ce “produit tensoriel” satisfait les
propriétés universelles naturelles que devrait satisfaire un produit tensoriel, mais
ce ne sera pas notre propos.

<n

(b) Montrer que si A et B sont des groupes ordonnés, alors A ® B est un groupe
ordonné (Indication: on pourra utiliser 'Exercice 9.28).
(c) Montrer que le produit tensoriel “préserve les limites directes”, i.e., que si

((Ad)ier, (fij)i<j dans 1)
est un systeme direct de groupes abéliens préordonnés et si G est un groupe
abélien préordonné, alors, avec des homomorphismes que 1’on précisera,
lim(G ® 4;) 2 G @ lim A,.
— —
icl iel
(d) Montrer que le produit tensoriel de deux groupes de dimension est un groupe
de dimension (Indication: on pourra commencer par le cas de deux groupes
simpliciaux, puis utiliser le théoreme d’Effros, Handelman, et Shen et la question
précédente).
Voir [GoHa2] pour ceci et plus de détails. Il est & noter que le produit tensoriel

de deux groupes d’interpolation n’est pas nécessairement un groupe d’interpolation
(voir [Wehr14)).

EXERCICE 9.30. * Montrer que G = R®R (voir 'Exercice 9.29) est faiblement
archimédien (voir 'Exercice 9.27 pour la définition) mais non archimédien (par
suite, par I'Exercice 9.27(a), il n’est pas réticulé). Indication: pour montrer que
G est faiblement archimédien, considérer ’homomorphisme de groupes ¢: G — R
défini par ¢(z ® y) = = - y, et montrer que Ker ¢ N GT = {0}. Pour montrer que G
n’est pas archimédien, on pourra commencer par montrer que pour o = /2 (tout



152 9. GROUPES D’'INTERPOLATION ET DE DIMENSION

nombre irrationnel conviendrait) et tout entier relatif n, n(a®1-1® a) <1® 1.
Voir [Wehr14] pour plus de détails.



CHAPITRE 10

Monoides commutatifs positivement préordonnés
et leur dualité

Comme la tendance en a été amorcée depuis le début, notre progression s’est
faite depuis les objets les plus structurés—Iles algebres de Boole, élucidées par le
Théoreme de représentation de Stone, jusqu’aux objets les moins structurés—les
groupes de dimension, tres partiellement classifiés par le Théoreme d’Effros, Han-
delman, et Shen, en passant par les groupes réticulés, plus structurés (valeurs des
éléments, Théoréme de Lorenzen, polaires. ..) mais pour lesquels il n’existe cepen-
dant pas a ce jour d’analogue du Théoréme d’Effros, Handelman, et Shen (voir a
ce sujet 'Exercice 9.24). Nous allons a présent voir les objets les moins structurés
de tous, mais qui sont cependant présents dans tous les chapitres précédents. Ce
sont évidemment les monoides ordonnés, mais nous allons en fait considérer une
classe assez spéciale de monoides ordonnés. Leur motivation remonte probable-
ment & [Tarsl, Tars2|, et des motivations qui ne sont pas étrangeres a celles-ci
se retrouvent dans [Wehrl]; une étude “algébrique” systématique est entreprise
dans [Wehr2, Wehr3|. Dans ces deux derniéres références, ces monoides ordonnés
sont baptisés du terme peu inspiré mais commode de P.O.M.’s (“positively ordered
monoids”). Le terme que nous allons utiliser ici est également peu inspiré (peut-étre
le besoin d’un peu plus d’inspiration dans ce domaine se fera-t-elle sentir lorsque
la généralisation ultime de ces “P.O.M.’s” se sera manifestée?), mais peut-étre un
peu plus descriptif:

DEFINITION. Un pot-monoide est une structure (A, +,0,<) satisfaisant les
conditions suivantes:

(a) (A,+,0, <) est un monoide commutatif préordonné, ¢’est-a-dire un mono-
ide commutatif (A, +,0), muni d’une relation d’ordre (partiel) < telle que
r<y=zx+z<y+z pour tous x, y, z € A.

(b) Tout élément de A est positif pour <, i.e., 0 < z, pour tout x € A.

De plus, A est antisymétrique lorsque la relation de préordre < est antisymé-
trique (i.e., quand < est une relation d’ordre), algébrique quand < est défini par
I’énoncé

(Vz,y)(z <y = ()@ +2=y)),
conique quand il satisfait
(Vo y)(z+ty=0=2=y=0).

Dans [Wehr2]| et les articles suivants, le terme “minimal” est utilisé plutdt
qu’“algébrique”, car pour tout monoide commutatif A, le préordre algébrique <ui,
sur A est le plus petit (pour Iinclusion) qui structure A en un po*-monoide. 1l est
a noter cependant que <,j; n’est pas nécessairement antisymétrique—par exemple,
quand A est un groupe abélien, <., est le préordre grossier sur A.
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Notons aussi en général que si A est un monoide commutatif, 'ordre trivial
sur A (i.e., la relation d’égalité sur A) n’est pas (sauf cas trivial!) un préordre de
poT-monoide sur A. Ceci illustre une fois de plus le fait que (grossier)# (trivial).

Etrangement (?7), il s’avérera également que l'algébricité d'un po™-monoide
s’apparentera parfois formellement a une condition duale de 'antisymétrie. Voir
par exemple "Exercice 10.1.

EXEMPLE 10.1. On pose désormais N = NU{co}, muni de sa structure naturelle
de monoide commutatif (avec pour tout x, co+x = x+ 0o = 00). Alors le préordre
algébrique sur N est antisymétrique, de plus grand élément co. Un autre préordre
de pot-monoide sur N est celui défini par

x <y <= oox < o0y;
il est conique mais pas antisymétrique.

EXEMPLE 10.2. Munissons A = N x N de la relation d’ordre “lexicographique”
définie par
(m,z) < (n,y) <= (m <nou(m=netz<y)).
On vérifie facilement que dans ce cas particulier, A est un po™-monoide (voir cepen-
dant I'Exercice 10.2), naturellement noté N xc, N. Il est antisymétrique, mais pas
algébrique (voir I'Exercice 10.1).

En raison de la généralité de la classe des poT-monoides, il est hors de question
de les classifier! Ils fournissent plutot un contexte pratique dans lequel beaucoup de
problémes concernant les structures ordonnées peuvent étre formulés. Une classe
particuliérement importante de poT-monoides est celle des poT-monoides algébri-
ques satisfaisant la propriété de raffinement. Nous allons donc leur donner un nom:

DEFINITION. Un monoide de raffinement est un monoide commutatif satis-
faisant la propriété de raffinement. Un poT-monoide de raffinement est un po™-
monoide algébrique satisfaisant la propriété de raffinement.

De facon générale, les poT-monoides de raffinement sont exactement les mo-
noides de raffinement munis de leur préordre algébrique. Par exemple, N et N,
munis de leur ordre algébrique, sont des pot-monoides de raffinement. Par contre,
bien que [le monoide sous-jacent de] N x . N satisfasse la propriété de raffinement,
N x1ex N n’est pas un poT-monoide de raffinement, car il n’est pas algébrique. Nous
allons maintenant voir d’autres exemples; le suivant est si important que nous le
formulerons comme définition—il joue le méme r6le pour les pot-monoides que
{0,1} pour les algebres de Boole (“pivot de dualité”):

DEFINITION. La droite réelle positive achevée est le monoide commutatif R =
([0, o], +,0) muni de son préordre algébrique (qui est aussi un ordre).

Par suite, N s’identifie & (et en fait, est) un sous-po*-monoide de R'. Le cadre
général pour ce genre d’identification est le suivant:
DEFINITION. Soient A et B deux poT-monoides et soit f: A — B.
(i) f est un homomorphisme de pot-monoides, quand f est un homomor-
phisme croissant de monoides ordonnés.
Notons, en particulier, que z < y implique toujours que f(x) < f(y),
pour z, y € A.
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(ii) f est un plongement de poT-monoides, quand f est un homomorphisme
de poT-monoides satisfaisant

f@) < fly) =z <y,
pour tous z, y € A.

ExEMPLE 10.3. Munissons N et N de leurs (pré)ordres algébriques et soit
f:N —= N, 2 — oox. Alors f est un homomorphisme non injectif de po™-mo-
noides de raffinement, mais f~*[{0}] = {0}.

EXEMPLE 10.4. Soient < I'ordre naturel et <; le préordre grossier sur N. Alors
l'identité sur N est un homomorphisme injectif de po*-monoides de (N, +,0,<q)
dans (N, +,0,<;), mais ce n’est pas un plongement de po*-monoides.

EXEMPLE 10.5. Soit G un groupe abélien préordonné. Alors (GT,+,0, <) est
un poT-monoide algébrique simplifiable. Il est antisymétrique si et seulement si G
est un groupe ordonné. C’est un pot-monoide de raffinement si et seulement si G
est un groupe d’interpolation (ceci résulte immédiatement de la Proposition 9.1).

EXEMPLE 10.6. Soit <¢ 'ordre produit et soit <; l'ordre lexicographique sur
A =N x N. Alors I'identité est un homomorphisme injectif de po*-monoides (anti-
symétriques, simplifiables) de (A, +,0, <o) dans (A, +,0, <), mais ce n’est pas un
plongement de poT-monoides.

EXEMPLE 10.7. Soit (4, +, <,0) un sup-demi-treillis avec 0 (voir le Chapitre 2).
Alors (A, +, <,0) est un po*-monoide algébrique antisymétrique. Il ne satisfait pas
toujours la propriété de raffinement, méme dans le cas des treillis (voir I'Exerci-
ce 5.5).

EXEMPLE 10.8. Soit (R, +,,0,1) un anneau commutatif. Alors on peut munir
I’ensemble J(R) des idéauxr de R de I'addition + et de la relation d’ordre < définis
par

I'+J = idéal engendré par {z-y|xeletyecJ},

I<J < IDJ
(attention, I + J est ici ce que l'on note plutét habituellement I - J...!) Alors
+ et < munissent J(R) d’une structure de pot-monoide. Si R est un anneau de
Dedekind, alors J(R) est isomorphe au cone positif N du groupe réticulé complet
ZF ou P est I'ensemble des idéaux premiers de R; en particulier, dans ce dernier
cas, J(R) est un pot-monoide de raffinement.

Bien que les exemples précédents nous fournissent plusieurs exemples de pot-
monoides de raffinement non simplifiables, une propriété étrange des po*-monoides
de raffinement est une version “approximative” de la simplifiabilité:

PRoPOSITION 10.9. Soit n un entier naturel, soit A un pot-monoide de raf-
finement et soient a, b, et ¢ des éléments de A.

(a) Sia+c=0b+c, alors il existe des éléments d, u, et v de A tels que
a=d+uetb=d+wv etnugc.
nv

(b) Sia+c<b+ec, alors il existe u € A tel que a < b+ u et nu < c.



156 10. MONOIDES COMMUTATIFS PREORDONNES

PREUVE. (a) Posons ap = a, bg = b, et ¢cg = ¢. Notons que ag + ¢o = bg + ¢o.
Soit k un entier naturel et supposons avoir défini ag, b, et ¢x dans A tels que
I’hypothese de récurrence ag + ¢ = by, + ¢ soit satisfaite. En utilisant la propriété
de raffinement, on obtient une matrice de raffinement

bi Ch

ar | di | Gg4+1

ek | bry1 | crg1

ol di, k41, bi+1, €t cpy1 sont des éléments de A. Par suite, a1 + cr+1 = b1 +
Ck+1, hypothese de récurrence est donc satisfaite au rang k + 1. Un raisonnement
facile par récurrence fournit alors a = (Zk<n dk) + an, b = (Z,Kn dk) + by, et

c= (Z,Kn ak+1) +c, = (Zk<n ka) + ¢p,. Puisque ap = di + agy1 pour tout k,
la suite des aj, est décroissante, donc ¢ > na,, + ¢,, > na,. De méme, ¢ > nb,,. Par
suite, d = Y, _,, dr, u = an, et v = b, sont solutions de (a).

(b) Puisque le préordre sur A est algébrique, il existe h € A tel que a+c+h =
b+ c. D’apres (a), il existe des éléments d, u, et v de A tels que
a+h=d+u, b=d+wv, etnugc.
nv
Par suite, a <a+h=d+u < b+ u avec nu < c. O

En remplagant n par I'infini dans I’énoncé précédent et en attribuant a I’énoncé
informel “ooa < b” la signification a+b = b, nous obtenons les définitions suivantes:

DEFINITION-NOTATION. Dans tout monoide commutatif, on pose
rLy<s<=ct+y=y
et on dit alors que y absorbe x.

DEFINITION. Dans tout pot-monoide, la propriété de pseudo-simplification est
I’énoncé
(Va,b,c)(a+c<b+c= Tz <c)(a < b+a)).

Un po™-monoide est pseudo-simplifiable quand il satisfait la propriété de pseudo-
simplification. Un poT-monoide de raffinement fort est un poT-monoide antisymé-
trique, de raffinement, et pseudo-simplifiable.

Les pot-monoides de raffinement fort sont solutions dun probléme de prolonge-
ment simultané de deux mesures en théorie de la mesure abstraite, voir [ShWe].

EXEMPLE 10.10. Munissons 'ensemble A = {0, 1,2} de I’addition & définie par
x @y = min{x + y, 2}.

Alors l'ordre naturel sur A est également le préordre algébrique sur A. Bien que
A soit totalement ordonné, il ne satisfait pas la propriété de raffinement (on ne
peut pas trouver de matrice de raffinement pour 2@ 1 = 1 1), ni la propriété de
pseudo-simplification (2@ 1 = 1@ 1, mais aucun z < 1—seul 0 est candidat!—ne
satisfait 2 < 1@ z).
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Voir I'Exercice 10.4 pour un exemple simple de poT-monoide antisymétrique de
raffinement non pseudo-simplifiable (malgré le résultat de la Proposition 10.9). Cet
exemple prend une signification supplémentaire dans [Wehr8|. Un autre exemple
s’obtient en montrant que tout poT-monoide algébrique se plonge dans un po*-mo-
noide de raffinement (c’est un résultat de [Wehr6]) puis en appliquant ce résultat &
I’exemple précédent, puis en observant que dans cet exemple, a + b < 2b n’entraine
pas a < b (par exemple pour @ = 2 et b = 1), alors que dans tout po™-monoide de
raffinement fort, a + b < 2b entraine a < b (c’est d’ailleurs la question préliminaire
de I'Exercice 10.4).

ExEMPLE 10.11. R est un poT-monoide de raffinement fort. En fait, si ’'on
définit, pour tout élément = de @Jr, x/oo comme égal & 0 si x < co et & oo si

x = 00, alors on obtient que pour tous a, b, et ¢ dans R+7 a+ ¢ < b+ c entraine
a<b+ (c/0).

De la méme maniére, N est un poT-monoide de raffinement fort. Une classe
plus générale de poT-monoides de raffinement fort est montrée dans les Exercices
10.13 et 10.14.

Nous renvoyons aux exercices pour d’autres propriétés des poT-monoides de
raffinement ou de raffinement fort, et il est temps d’aborder la dualité. Cette
théorie présentera de nombreux traits communs avec la théorie des espaces vectoriels
normés, ot le “pivot de dualité” est R (les formes linéaires sont les homomorphismes
vers R), ou bien la théorie des algébres de Boole, ol le pivot de dualité est {0,1}.
Ici, le pivot de dualité sera R on considérera donc les homomorphismes (de po™-
monoides) d'un poT-monoide A vers R*.

Notons que 'on ne considere pas que les homomorphismes de monoides, mais
les homomorphismes de monoides ordonnés de A vers RTvoir les Exercices 10.15
et 10.16 pour une illustration de ceci.

DEFINITION-NOTATION. Pour tous a < b dans R+, on définit b — a comme le
plus grand élément x de R tel que a +x < b.

Ainsi, b— a est la différence usuelle de b et de a quand b est fini, alors que pour
b =00, b —a = oo (en particulier, co — 00 = 0).

LEMME 10.12. Pour tous a, b, et ¢ dans R tels que ¢ < b,
a+(b—c)=(a+b)—ec

PREUVE. Pour a = oo il s’agit de montrer que oo + (b — ¢) = oo — ¢, ce qui
est le cas (chaque membre est égal & c0). Pour b = oo il s’agit de montrer que
a+ 00 = 00—¢, ce qui est aussi le cas (chaque membre est encore égal & co). Enfin,
pour a et b finis, ¢ est également fini et le résultat est trivial. ([l

Le résultat suivant est I’analogue pour les pot-monoides du Théoréme de Hahn-
Banach pour les espaces vectoriels normés. Il est en fait équivalent au Théoreme de
Hahn-Banach (en théorie des ensembles sans choix). Il est probablement & attribuer
a A. Tarski ([Tarsl], voir aussi [Wago, Theorem 9.1]), bien que celui-ci ne l'ait
pas formulé de la méme fagon:
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THEOREME 10.13. Le pot-monoide R' est un poT-monoide injectif, i.e., pour
tout sous-poT -monoide A d’un pot-monoide B, tout homomorphisme de poT-mo-

. =+ . .

noides de A vers R se prolonge en un homomorphisme de poT-monoides de B
—+
vers R .

PREUVE. La principale difficulté est le cas ou B est une extension monogéne
de A, i.e., il existe b € B tel que B = A + Nb. Supposons donc que ce soit le cas et
soit f: A — R" un homomorphisme de poT-monoides. Nous cherchons un candidat
pour la valeur en b d’un prolongement de f. Notre candidat sera ’analogue de la
mesure extérieure (de b) en théorie de la mesure, et ce sera le suivant:

ﬁf*(b)/\{f(y)nf(m)nEN\{O}etx,yeAeternbgy}

(avec la convention habituelle A @ = 00).

FAIT 1. Pour tous (z,y) € AX A etn € N, z+nb < y implique que f(x)+np <
f).

PREUVE DU FAIT. Pour n = 0 la conclusion résulte du fait que f est croissante.
Pour n # 0, 'inégalité 8 < (f(y) — f(x))/n a lieu par définition, d’ou ng < f(y) —
f(z), d’oti, par définition de I'opération — sur RY, flz)+ns < f(y). O Fait 1.

FAIT 2. Soient x et y dans A, soient m et n dans N tels que x +mb < y + nb.
Alors f(x) + mpB < f(y) +np.

PREUVE DU FAIT. Par définition de 3, f(y) + nf est la borne inférieure de
tous les f(y) +n- ((f(v) — f(u))/r) pour tous les (u,v) € Ax A et r € N\ {0}
tels que u 4+ rb < v. Il s’agit donc de montrer que pour tout triplet (u,v,r) comme
ci-dessus,

f@)+mB < fly)+n- ((F0) = f(w)/r),
soit, en multipliant membre & membre par r et en remarquant que n(s—t) = (ns) —

(nt) pour tous s > t dans R' (on pose 0- 00 = 0) et que f est un homomorphisme
de monoides,

fra) +mrp < f(ry) + (f(nv) — f(nu)),

soit, d’apres le Lemme 10.12 et puisque f est un homomorphisme de monoides,

flra) +mrB < f(ry +nv) — f(nu),
soit, par définition de 'opération — sur KJF,

flrz) + f(nu) + mrg < f(ry + nv),
soit, puisque f est un homomorphisme de monoides,

frz +nu) + mrg < f(ry + nv).

Par le Fait 1, pour montrer cette inégalité, il suffit de montrer que

re + nu+ mrb < ry + nv.
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Or, en multipliant par r 'inégalité z +mb < y+nb, on obtient rz+mrb < ry+nrb,
d’ot, en ajoutant nu membre & membre et en se souvenant que u+7rb < v, on obtient

re + nu+ mrb < ry + nu + nrbd
=ry+n(u+ rb)
< ry+ nv,

ce qui est bien I'inégalité désirée. O Fait 2.

Il résulte immédiatement du Fait 2 et de 'antisymétrie de la relation d’ordre
naturelle sur R que pour tous z, y dans A et pour tous m, n dans N, z+mb = y+nb
implique que f(z) +mB = f(y) + nB. Ceci permet donc de définir une application
gde A+ Nbvers R' en posant

(V(z,n) € A xN) (g(az +nb) = f(x) + nﬂ)

(remarquer & cette occasion l'analogie avec la preuve du Théoréme de Hahn-Banach!).
Il est alors trivial que g est un homomorphisme de monoides. Le fait que g est
croissante résulte immédiatement du Fait 2, et ainsi, g est un homomorphisme de
pot-monoides. Il est trivial que g prolonge f.

Passons maintenant au cas général. Soit € ’ensemble des homomorphismes de
pot-monoides de la forme g: C — R o A C C C B et g prolonge f, ordonné
par inclusion (donc g < h quand g C h, i.e., h prolonge g). Il est trivial que &
est non vide (f lui appartient) et inductif (la réunion de toute chaine de € en est
un majorant), done, par le Lemme de Zorn, & admet un élément maximal, disons

g: C — R". Pour tout b € B , g admet par la premiere partie un prolongement
g: C+Nb— @4_, et par suite, par maximalité de g, g = ¢’, d’ot1 b € C: ceci prouve
que C' = B, et donc que g est un homomorphisme de po*-monoides de B vers R'
prolongeant f. O

REMARQUE. On peut rendre la derniere partie de la preuve ci-dessus plus “éco-
nomique” (aux dépens malheureusement de la clarté de ’ensemble), en utilisant le
Théoreme de Hahn-Banach au lieu du Lemme de Zorn, par un argument que nous
avons d’ailleurs déja utilisé dans la preuve du Théoreme 1.13. Une fois de plus,
signalons que le Théoreme 10.13 est équivalent au Théoreme de Hahn-Banach.

REMARQUE. Il existe, en fait, une caractérisation “interne” compléte des po™-
monoides injectifs—wvoir [Wehr2, Theorem 3.11]. En particulier, pour tout groupe
réticulé complet divisible G, Gt U {c0} est un po'-monoide injectif. Cependant,
R est le poT-monoide injectif fondamental, dans le sens [Wehr3, Corollary 1.6]
ou les pot-monoides injectifs sont exactement les rétractes des puissances de R
La preuve du premier fait est similaire a celle de I'injectivité de @Jr, mais celle du
second fait est sensiblement plus longue et compliquée, et nous ne la présenterons
pas ici.

Le corollaire suivant est une autre forme équivalente du théoreme de Hahn-
Banach (voir [Wago, Theorem 9.1]):

COROLLAIRE 10.14. Soit A un po™-monoide et soit a un élément de A. Alors
les deux conditions suivantes sont équivalentes:



160 10. MONOIDES COMMUTATIFS PREORDONNES

(i) Il existe un homomorphisme de pot-monoides f: A — R tel que f(a) =
1 .

)

(ii) Pour tout entier naturel n, (n + 1)a € na.

PREUVE. Si (i) est satisfait (avec ’homomorphisme f), alors pour tout entier
naturel n, (n+1)a < na entraine (n+1)f(a) < nf(a), soit n+1 < n, contradiction;
par suite, (n + 1)a £ na.

Réciproquement, supposons que pour tout entier naturel n, (n + 1)a £ na.
Ceci est exactement ce qu’il nous faut pour pouvoir définir un homomorphisme de
pot-monoides f: N — R par

(Vn € N)(f(na) =n).

Par le Théoréme 10.13, il existe un homomorphisme de po*-monoides g: A — R'
prolongeant f. On a alors g(a) = 1. O

Revenons un instant & la “mesure extérieure” f*(b) comme elle a été définie
dans la preuve ci-dessus; elle prend, en raison du résultat du Théoreme 10.13, la
signification suivante:

LEMME 10.15. Soit A un sous-monoide d’un po'-monoide B, soit b € B et
soit f: A— R un homomorphisme de po™-monoides. Posons

I;(b) = {8 €R" | (3g € Hom(A + Nb,R"))(g(b) = B)}.
Alors f*(b) est le plus grand élément de I;(b).

PREUVE. Nous avons vu dans la preuve du Théoreme 10.13 qu’il existe un ho-
momorphisme de pot-monoides g: A + Nb — R+, prolongeant f, tel que g(b) =
f*(b). De plus, puisque RY est un pot-monoide injectif, il existe un homomor-
phisme de poT-monoides h: B — R prolongeant g. Puisque h(b) = g(b) = f*(b),
il vient que f*(b) appartient & I7(b).

Soit maintenant § un élément de I(b). Par définition, il existe un homomor-
phisme de poT-monoides g: B — RT prolongeant f tel que g(b) = 5. Pour tous
x et y dans A et tout n dans N\ {0} tels que  + nb < y, nous obtenons alors

que f(z) +nB = g(z +nb) < g(y) = f(y), dott B < (f(y) — f(x))/n; en prenant
la borne inférieure du membre de droite sur tous les triplets possibles (z,y,n), on
obtient 8 < f*(b); d’ott la conclusion. O

On aurait pu définir de la méme fagon f,(b) et démontrer que c’est le plus petit
élément de I;(b); cependant, nous n’aurons pas besoin de ce résultat ici.

DEFINITION. Soit A un pot-monoide. Le dual de A est A* = Hom(A,E+),

_LA
considéré comme sous-poT-monoide de R, Le bidual de A est A™ = (A*)*.
L’homomorphisme canonique de A vers son bidual est 1’ “évaluation”
A N A**7

a (a**: A* H@—F, i f(a))

Notons donc que ’évaluation de A vers A** est un homomorphisme de pot-
monoides. Le but du Théoréme suivant est de caractériser ’évaluation d’un po™-
monoide-monoide donné:



10. MONOIDES COMMUTATIFS PREORDONNES 161

THEOREME 10.16. Soit A un pot-monoide et soient a et b des éléments de A.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) a** S b**,'
(ii) pour tout n € N, il existe k € N tel que 28na < 2%(n + 1)b.

PREUVE. Si pour tout n € N, il existe & € N tel que 2¥na < 2¥(n + 1)b, alors
pour tout f € A*, 28nf(a) < 28(n+1)f(b), dou f(a) < (1+1/n)f(b). Ceci a lieu
pour tout n, d’ou f(a) < f(b). Ceci a lieu pour tout f, d’ou a** < b**.

Réciproquement, supposons que a** < b**. Par définition, pour tout f € A*,
f(a) < f(b). Soit A’ = Na + Nb. Puisque tout homomorphisme de A’ vers R se

prolonge en un homomorphisme de A vers R" (Théoreme 10.13), nous obtenons
aussi

(Vf € A7)(f(a) < f(b)).

En vertu du Lemme 10.15, ceci peut encore s’écrire

(Vf € (Nb)*)(f*(a) < f(b)).
Farr 1. 11 existe un entier naturel m tel que a < mb.

PREUVE DU FAIT. Supposons que non. Soit f la fonction nulle sur Nb. Alors
pour tous = et y dans Nb, on ne peut avoir z + a < y, et par suite f*(a) = oo, ce
qui contredit f*(a) < f(b) = 0. O Fait 1.

Fixons-nous désormais un entier naturel non nul m tel que a < mb. Distinguons
alors deux cas.

Cas 1. Il existe un entier naturel | tel que (I + 1)b < [b.

Soit alors k& un entier naturel tel que 2¥ > m et 28 > . Alors a < 2%b et
(28 +1)b < 2Fb. Cette dernitre inégalité entraine, par un raisonnement facile
par récurrence, que 22¢b < 2Fb. Par suite, 2Fa < 2%2kb < 2Fb, d’ott a fortiori
2Fna < 2F(n + 1)b pour tout entier naturel n.

Le cas restant occupera le reste de la preuve.
Cas 2. Pour tout entier naturel I, (I +1)b £ 1b.

On peut alors définir comme dans la preuve du Corollaire 10.14 un unique
homomorphisme de pot-monoides f: Nb — RT par

(VI € N)(f(1b) =1).

FAIT 2. Pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel non nul k tel que
nka < (n + 1)kb.

PREUVE DU FAIT. Si n = 0 il suffit de prendre k& = 1; supposons donc que
n > 0. Puisque f*(a) < f(b) =1 < 1+ 1/2n, il existe p,qg € N et r € N\ {0}
tels que pb+ ra < gbet (¢ —p)/r < 1+ 1/2n. Par suite, ¢ < p + r + s pour un
certain s € N tel que s < r/2n. Il vient alors que pb + ra < (p + r + s)b, i.e.,
pb+ra < pb+ (r+s)b. Un raisonnement facile par récurrence donne alors que pour
tout I € N, pb+ rla < pb+ I(r + s)b, d’ont rla < (p+ I(r 4+ s))b. En multipliant
les deux membres par 2n et en se souvenant que 2ns < r, on obtient que 2nria <
(2pn 4 2nrl + rl)b. Prenons alors [ > 2pn/r. Il vient que 2nrla < (2nrl + 2rl)b,
soit nka < (n+ 1)kb avec k = 2rl. O Fait 2.
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Soit alors n un entier naturel. Appliquons alors le Fait 2 & 2n au lieu de n.
Ainsi, il existe I € N\ {0} tel que 2nla < (2n + 1)Ib. Soit m un entier naturel tel
que 1/2™ < 1/(2n+ 1). Soit ¢ le plus petit entier naturel tel que lg > 2™. On a
alors

2n2™a < 2nlqa (car lg > 2™)
< (2n+1)lgb (car 2nla < (2n + 1)1b)
<@2n+1)(2™+1)b (car l(g—1) < 2™).
Mais cependant, (2n + 1)(2™ +1) < (2n+1)(2™ 4+ 2™/(2n + 1)) = 2™(2n + 2),

d’ou finalement 2n2™a < (2n + 2)2™b. On a donc bien n2*a < (n + 1)2%b avec
k=m+1. g

L’Exercice 10.19 montre sur un exemple simple que le 2¥ du Théoréme ci-dessus
ne peut étre supprimé, méme quand A est le cone positif d’un groupe abélien or-
donné. Ceci est & opposer au critére suivant de plongement d’un po*-monoide dans

. —+
une puissance de R :

THEOREME 10.17. Soit A un pot-monoide. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes:
(i) L’application d’évaluation de A vers A** est un plongement de po™t-mo-

noides;

(ii) A se plonge dans une puissance de @Jr;

(iii) A est antisymétrique et pour tous a et b dans A, si pour tout entier naturel
n, na < (n+ 1)b, alors a <b.

PREUVE. (i)=-(ii) résulte immédiatement du fait que A** est un sous-po*-mo-

noide de R™ . De plus, (ii)=-(iii) est trivial. Montrons donc (iii)=-(i). Supposons
donc que A satisfait (i).
On commence par montrer le Fait suivant:

FAIT 1. A n’est pas 2-perforé.

PREUVE DU FAIT. Soient a et b dans A tels que 2a¢ < 2b. On montre par
récurrence sur n € N que na < (n 4+ 1)b. Clest trivial pour n = 0 ou n = 1.
Supposons avoir montré la propriété a tout rang inférieur ou égal a n, avec n > 1.
Alors

(n+1a=(n—1)a+2a <nb+2a (par hypothese de récurrence)
<nb+2b (car 2a < 2b)

= (n+2)b,
ce qui montre donc la propriété au rang n + 1. Ainsi, pour tout entier naturel n,
na < (n+ 1)b. Par hypothese, a < b. O Fait 1.

Par suite, soient a et b deux éléments de A tels que a** < b**. Pour tout n € N,
il existe donc, par le Théoreme 10.16, k € N tel que n2*a < (n+1)2*b; par le Fait 1,
il vient na < (n + 1)b. Puisque ceci a lieu pour tout n et par hypothese, a < b.
Par suite, puisque A est antisymétrique, a** = b** implique que a = b. Par suite,
Pévaluation de A vers A** est un plongement; d’ou (i). O

On peut donner une caractérisation beaucoup plus pratique (bien que cela n’ap-
paraisse pas dans la formulation, plus complexe a priori) du fait quun po™-monoide
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de raffinement donné se plonge dans une puissance de RT. Cette caractérisation
est la suivante [Wehr3, Theorem 2.16]:

Soit A un poT-monoide de raffinement. Alors A se plonge dans

une puissance de RT si et seulement si A est antisymétrique et

pour tous a et b dans A et toute suite (¢p)nen d’éléments de A,

st pour toutn € N, a <b+c, et .. ¢; <b, alors a <b.

C’est donc un analogue de “le terme général de toute série convergente tend

vers 0”. La preuve de cette caractérisation demande beaucoup plus de travail que
celle du Théoreme 10.17, et nous ne la présenterons pas ici.

<n

Exercices du Chapitre 10
EXERCICE 10.1. Soit A un po*-monoide. Montrer les assertions suivantes:
(a) Si A est algébrique, alors pour tous a, b, et ¢ dans A, a < b et b < ¢ implique
a <L c.
(b) Si A est antisymétrique, alors pour tous a, b, et ¢ dans A, a < b et b < ¢ implique
a < c.
(¢) Trouver un contrexemple antisymétrique a la réciproque de (a).
(d) Trouver un contrexemple a la réciproque de (b), mais montrer que dans le cas
d’un po*-monoide algébrique, (b) est une caractérisation de 'antisymétrie.
(Indication: commencer par prospecter parmi les exemples donnés dans le
texte!)

EXERCICE 10.2. Dans tout ensemble préordonné (P, <), on pose < y < (z <
yety £ z)etz =y & (x <yety < x). Pour tous poT-monoides A et B, on
définit une relation binaire (encore notée <) sur A x B par

(a,b) < (a,b) <= (a<d ou (a=d et b<¥)).
(a) Montrer que < est une relation de préordre sur A x B (préordre lexicographique).
(b) Montrer que si A satisfait I’énoncé
Ve,y,z)(x <y=>x+2z<y+2),

alors < est un préordre de poT-monoide sur A X B.

(c) Montrer que si [le préordre sur| B n’est pas grossier, alors la réciproque de (b)
est vraie.

(d) En particulier, si A ne satisfait pas I’énoncé indiqué dans (b) et B n’est pas
grossier, alors le préordre lexicographique sur A x B n’est pas compatible avec
I’addition. Indiquer de tels exemples.

EXERCICE 10.3. Montrer qu’un treillis (A, V, A) est distributif si et seulement
si le semi-groupe (A, V) (resp., (A4, A)) satisfait la propriété de raffinement.

EXERCICE 10.4.
(a) Montrer que tout poT-monoide pseudo-simplifiable satisfait I’énoncé suivant:
(Va,b)(a+b<2b=a<b).

(b) Soit T I'ensemble de tous les intervalles de Q de la forme [0, a] (a € QT) ou
[0, a] (a € (QT \ {0}) U {oo}), muni de I'addition définie par

a+b={r+y|zx€aectyechb}



164 10. MONOIDES COMMUTATIFS PREORDONNES

(¢) Montrer que cette addition est une loi de composition interne sur T.
(d) Montrer que (T, +, {0}, C) est un po™-monoide antisymétrique de raffinement.

(e) Montrer que (T, +, {0}, C) n’est pas pseudo-simplifiable (Indication: considérer
a=1[0, 1] et b = [0, 1]).

EXERCICE 10.5. Montrer que tout po™-monoide de raffinement fort satisfait
I’énoncé
(Va,b,¢)(c < a+b< (Fa' < a)(3Y < b)(c=d +1)).

EXERCICE 10.6. Montrer que tout pot-monoide de raffinement fort satisfait
I’énoncé
(Va,b,c)(a+c=b+c<= (3d)(3d < c)(I < c)(a=d+d et b=d+1)).

EXERCICE 10.7. Soit PVI (“propriété de la valeur intermédiaire”) ’axiome
suivant:
(Vzy2)(z<y<at+z= (H<2)(y=a+1)).

Montrer que tout poT-monoide de raffinement fort satisfait PVI.

EXERCICE 10.8. Le but de cet exercice est de montrer que tout po™-monoi-
de de raffinement satisfaisant PVI satisfait la propriété d’interpolation finie (cette
derniere figurant au début du Chapitre 9). Notons PI la propriété d’interpolation
finie. Soit donc A un pot-monoide de raffinement fort satisfaisant PVI; soient ay,
ai, by, et by dans A tels que @0 < bo.

a; — by
(a) En vertu de quel axiome satisfait par A existe-t-il dg, d1, €g, et e; dans A tels
que ag +dog =ai1 +dy =bg et ag+eg =a; +e; =b?
(b) En vertu de quel axiome satisfait par A existe-t-il des éléments r; (i € {1,2,3,4})
de A tels que la matrice suivante

a1 dl
ap | 1 | T2
do | 73 | T4

est une matrice de raffinement?
(¢) Montrer qu'il existe so < eg et s1 < 7o tels que a3 =11 + (so + $1).

. b
d) Soit ¢ = ag + sg. Montrer que o <c< Y Conclure.
a b
1 1

Il est & noter qu'il existe des poT-monoides de raffinement ne satisfaisant pas
PVI, voir 'exercice suivant.

EXERCICE 10.9. * Soit A I’ensemble de tous les segments initiaux non vides de
QT, i.e., les parties a de Q7 telles que 0 € a et

(Vrea)(Vy e Q)(y<x=y€a).
On munit A de I’addition définie par
at+tb={x+y|zcaetyecb}

et de son ordre algébrique.
(a) Montrer que I'addition définie ci-dessus est une loi de composition interne sur

A.
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(b) Montrer que A est un pot-monoide antisymétrique de raffinement.
(c) Montrer que A satisfait PI (voir 'Exercice 10.8 pour la définition).
(d) Montrer que A ne satisfait pas PVI (voir 'Exercice 10.8 pour la définition).

EXERCICE 10.10. * Montrer que tout pot-monoide de raffinement fort satisfait
I’énoncé

a-+c a
(Va,b,c,d) (b+0§d:>(3x) <b§zetz+c§d)>.

EXERCICE 10.11. * Montrer que tout po™-monoide de raffinement fort satisfait
I’énoncé

(Va, b, c,d) (dggigé(ﬂx) (xggetdga:—&—c))

(on pourra au préalable utiliser le résultat de 'Exercice 10.8 pour se ramener au
cas ou ¢ < d).

EXERCICE 10.12. * Soit A un pot-monoide, soient I et J deux ensembles finis
et solent a;, b; (i € I) et aj, b; (j € J) des éléments de A (on ne demande pas que
INJ soit vide). On considere le systéme d’inéquations & une inconnue x suivant:

5. by <a;+x (toutiel)
" la; +x<b; (toutjeJ)

Par définition, le résolvant de ¥ est 'ensemble suivant d’inégalités:

a; <b; (tout j € J),
aj+bi§a,¢+bj (tout (Z,j)EIXJ)

(a) Montrer que si ¥ admet une solution dans un sur-po*-monoide de A, alors A
satisfait le résolvant de 3.

(b) Montrer que si A est un poT-monoide de raffinement fort et si A satisfait le
résolvant de ¥, alors ¥ admet une solution dans A (on pourra utiliser les résultats
des Exercices 10.10 et 10.11 précédents).

Pour plus de détails, voir [ShWe].

EXERCICE 10.13.

(a) Soit A un poT-monoide algébrique pseudo-simplifiable. Montrer que pour tous
a, b, a’,et b dans A tels que @’ +b < a-+b et a <V, il existe z € A tel que
b<a+zetd =a +uz.

On se donne désormais un pot-monoide algébrique pseudo-simplifiable an-

tisymétrique A satisfaisant les propriétés suivantes:

(i) Pour tous a, b dans A, {a, b} admet une borne inférieure, que nous noterons
comme a ’accoutumée a A b.

(ii) L’addition de A est distributive sur A, i.e., pour tous éléments a, b, et ¢ de
A7

(anb)+c=(a+c)AN(b+c).

Le but de ce qui suit est de montrer que A satisfait la propriété de raffine-
ment. Soient donc a, a’, b, et b’ dans A tels que a + a’ = b+ b'. Nous allons
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chercher une matrice de raffinement de la forme

b v

a|anb U

a’ v a' ANb

(b) Montrer que a +a’ AV =aAb+ 1.
(¢) En appliquant (a) (plusieurs fois!), montrer qu’il existe deux éléments u’ et u”
de A tels que

a=aNb+u et b <dAb 4+,
b =d Ab +u" et a <aAb+u".

(d) Posons u = u' Au”. Montrer que a Ab+u =a et a’ ANb +u=">". Conclure.

Noter que ce résultat généralise le résultat que tout cone positif d’un groupe
réticulé abélien satisfait la propriété de raffinement. L’exercice suivant donne une
application de ce résultat.

EXERCICE 10.14. * Soit A un po™-monoide de raffinement. On considére
I’ensemble Hom(AEJr) des homomorphismes de pot-monoides de A vers R+7 qui
est un sous-monoide de R . Pour tous éléments a et b de @Jr, on définit b — a
comme étant le plus grand élément x de R tel que a+z =b.

(a) Montrer que pour tous a < a’ et b < b’ dans R+,
(@ +V)—(a+b)=(a"—a)+ (b —b).

(b) Montrer que pour tous f et g dans Hom(A,@U tels que f < g (i.e., (Vo €
A)(f(x) < g(x))), g — f défini par

(Ve e A)((g - )(x) = g(z) — f(x))

appartient & Hom(A,RJr). En déduire que Hom(A,RJr) est algébrique.

(c) En considérant h — h (dans le cas f + h < g + h), montrer que Hom(A7R+) est
pseudo-simplifiable.

(d) Montrer que pour tous f et g dans Hom(A,@Jr), I’application h de A vers R'
définie par

(va € 4) (h(@) = \Lf(@) +9(v) | 7.y € Aet w+y = a})

appartient & Hom(A, @Jr), et est la borne inférieure de {f, g} dans Hom(A,@ﬂ.
(e) Montrer que pour tous f, g, et h dans Hom(A, @Jr), (fAg)+h=(f+h)A(g+h).
(f) Montrer que Hom(A7R+) est un pot-monoide de raffinement fort (on pourra
utiliser l'exercice précédent).
(g) Montrer que Hom(A, N) est un sous-poT-monoide de Hom(A7R+), et que c’est
aussi un pot-monoide de raffinement fort.

EXERCICE 10.15. Soit A = {(z,y) € Rt x RT | < y}, muni de 'addition et
de I'ordre déduits de ceux de Rt x R,

(a) Montrer que A est un pot-monoide non algébrique, satisfaisant cependant la
propriété de raffinement (il satisfait méme plus que cela, voir ’Exercice 5.18).
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Soit f: A - RY (z,y) — xz et g: A — R, (z,y) — y. Montrer que f et g
appartiennent 3 Hom(A,@Jr), que f < g pour ordre sur Hom(A,Rﬂ déduit de
celui de R* (i.e., f(xz) < g(x) pour tout x € A), mais qu’il n’existe cependant
pas d’élément h de Hom(A, R ") tel que f +h = g. En déduire que Hom(A,R")

n’est pas algébrique.

EXERCICE 10.16. Comme dans les cas traités précédemment, disons qu’un mo-

noide commutatif E est injectif quand pour tout sous-monoide A d’un monoide
commutatif B, tout homomorphisme de monoides de A vers E se prolonge en un
homomorphisme de B vers E.

(a)

()

Montrer que {0} est un monoide commutatif injectif.

Le but de cet exercice est de montrer que {0} est le seul monoide commutatif
injectif. Soit donc E un monoide commutatif injectif.
Soit M le sous-monoide de N? engendré par o = (1,0) et 3 = (1,1). Montrer
que pour tous a et b dans F, il existe un unique homomorphisme de monoides
f: M — E tel que f(a) =aet f(8) =0.
En considérant I'inclusion M C N2, montrer qu'il existe ¢ € M tel que a+c = b.
En déduire que (E, +,0) est un groupe.
En considérant I'inclusion de F dans E' = E U {oo} ol 0o est un élément non
dans E et I’addition de E’ est définie de telle sorte que co absorbe tout élément
de E, montrer qu’il existe ¢ € E tel que (Vz € E)(x 4+ ¢ = ¢). Conclure.

EXERCICE 10.17. Soit A un po*-monoide et soit a un élément de A.

Montrer que a** = 0 si et seulement si a < 0.
Montrer que 2a** = a™* si et seulement si il existe un entier naturel n tel que
(n+1)a < na.

EXERCICE 10.18. Soit A un pot-monoide.
Pour deux éléments a et b de A et un nombre rationnel positif r = p/q (p € N
et ¢ € N\ {0}), exprimer dans A la condition ¢** < rb** (on pourra utiliser le
Théoreme 10.16).
Pour deux éléments a et b de A et un nombre réel positif r, montrer que a** <
rb** si et seulement si pour tous entiers naturels non nuls p et ¢ tels que r <
p/q, il existe un entier naturel non nul k tel que kga < kpb (Indication: si
r < p/q, considérer p’ et ¢’ tels que r < p’'/q¢’ < p/q, puis n € N\ {0} tel que
(1+1/n)(p'/¢') <p/q. Appliquer le (a) & p'/q’).
EXERCICE 10.19.
Montrer que pour tous nombres réels positifs a et b, va +b < \/a + Vb.
Désormais, soit f: Rt = R,  — z — /2.
Soit P le sous-ensemble de R x RT défini par
A={(z,y) ERxRT [z + f(y) > 0}.
Montrer que P est le cone positif d’une structure de groupe ordonné sur R x R.
Nous noterons G le groupe R x R muni du cone positif A précédent. Mu-
nissons A de la restriction de ordre de G. Soit a = (1,0) et soit b = (0,1).

Mountrer que a** < b** (on pourra montrer que pour tout entier naturel n,
(n? —n)a < n?b).
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(d) Montrer que pour tout k € N\ {0} et pour tout n > k, nka £ (n + 1)kb.
En particulier, pour tout n € N\ {0}, na £ (n+1)b. De fagon plus générale,
il n’existe pas de constante k € N\ {0} telle que pour une infinité d’entiers
naturels n, nka < (n + 1)kb.

EXERCICE 10.20. Soit G un groupe abélien ordonné dirigé. Montrer que G
se plonge dans une puissance de R7 si et seulement si G se plonge dans un groupe
réticulé complet (on rappelle que le dernier énoncé est équivalent a dire que G est
“intégralement clos”).

EXERCICE 10.21.

(a) Soit A un sous-poT-monoide d’un poT-monoide algébrique. Montrer que A sat-
isfait les deux énoncés suivants:

(Va,y,u,0) (z +u<y+uetu<ov)=az+v<yto),
(Va,y,u,0) (z+u=y+uetu<v)=az+v=y+v).

(b) Soit A = N x16x N (voir 'Exercice 10.2). Montrer que A ne se plonge dans aucun
pot-monoide algébrique (prendre par exemple u = (0,00) et v = (1,0)...).

(c) ** Soit A un pot-monoide quelconque et soient a et b deux éléments de A.
Montrer qu’il existe un sur-po™-monoide B de A et un élément ¢ de B tel que
a+ ¢ =0 sl et seulement si A satisfait @ < b et les deux énoncés

(Vm,y)(x+a§y+a:>x+b§y+b),
(Vx7y)(x+a:y+a:>x+b:y+b).

(on pourra essayer une “construction libre” au-dessus de A, i.e., construire B et
¢ satisfaisant “seulement le strict nécessaire”).

EXERCICE 10.22. Soit A = {(z,y) e RxR|z=y=00u(z>0ety > 0)},
muni de son ordre algébrique.
(a) Montrer que A est un poT-monoide antisymétrique de raffinement.

(b) Montrer que I'évaluation a — a** de A vers A** est injective.
(c¢) Soient a = (1,1) et b= (2,1). Montrer que a** < b**, mais que a £ b.

EXERCICE 10.23. Soit A =N\ {1} muni de son ordre algébrique.
(a) Montrer que pour tous a et b dans A, a** < b** si et seulement si a < b dans N.
(b) Montrer que I’évaluation de A est un homomorphisme injectif de po™-monoides
de A dans A**, mais pas un plongement de pot-monoides.

EXERCICE 10.24. Soit A le sous-monoide de N x N engendré par a = (1,0) et
b = (0o, 1), muni de son ordre algébrique. Montrer que A est un po*-monoide de
raffinement fort totalement ordonné.



CHAPITRE 11

Monoides ordonnés de types de décomposition

Nous allons voir dans ce chapitre les objets les plus étranges et mystérieux
parmi tous ceux présentés jusqu’ici. Leur motivation de départ est bien simple:
supposons disposer d'un ensemble 2, d’une sous-algebre de Boole B de () et
d’un groupe de permutations G de €2 dont les éléments laissent B globalement
invariante (c.d.d., pour tout g € G, gB = B. Pour fixer les idées, on peut prendre
le cas suivant:

— X =R" (n entier naturel non nul fixé).

— B = tribu borélienne de 2 = plus petite sous-c-algebre de P () contenant
pour éléments tous les ouverts de €.

— G = groupe des isométries affines de €.

Considérons alors la mesure de Lebesgue A, sur R™. C’est une application de
Bvers R = [0, +00], qui est finiment (et méme dénombrablement) additive (dans
le sens donné au Chapitre 1) et G-invariante. Par suite, pour tout X € B et tout
g € G, M\(9X) = Mu(X). Est-ce le seul cas ot 'on peut dire & coup sir que deux
ensembles ont la méme mesure? Certainement pas! En effet, si plus généralement
X et Y sont deux éléments de B et s'il existe des partitions X = J;,_, Xi et
Y = J,;, Yi (les réunions sont disjointes) avec les X; et les Y; dans B telles que
pour tout i < k, Y; = ¢;X; avec g; € G—on dit alors que X et Y sont G-équidé-
composables avec morceaux dans B—alors

An(X) =) Aa(X5)
i<k

= Z )\n(giXi)

i<k
=> (V)
i<k

= A (Y)

(notons au passage que le fait que A, prenne ses valeurs dans R n’a aucune
importance, tout monoide commutatif conviendrait). En fait, dans cet exemple,
puisque A, est dénombrablement additive, on aurait pu imposer aux décompositions
ci-dessus de X et de Y d’étre dénombrables au lieu d’étre simplement finies, et le
sujet est alors tres différent, et méme, de fagon générale (mais pas systématique),
beaucoup plus facile.

Une question que 'on pourrait alors poser est la suivante: la réciproque est-
elle vraie? Plus précisément, deux éléments X et Y de B tels que A\, (X) = A, (Y)
sont-ils équidécomposables? Dans cet exemple, la réponse est trivialement négative,
en prenant par exemple X = {0} et Y = &. La situation se serait corsée si 'on

169
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avait identifié tous les ensembles de mesure nulle & &, i.e., considéré le quotient de
B par le o-idéal des ensembles de mesure nulle; la réponse n’en serait pas moins
restée négative, mais c’est beaucoup plus difficile & voir. Une situation encore plus
étrange peut se produire en prenant le méme 2 et le méme G que ci-dessus, mais
cette fois B = P(Q): on aurait pu alors montrer que pour n > 3, la boule unité de
R"™ est équidécomposable a la réunion de deux copies d’elle-méme, ce qui entre en
contradiction apparente avec le principe physique de conservation de la masse. ..
Dans le cas général, les classes (“types”) d’équidécomposabilité d’éléments de B
ne forment pas un monoide (on peut ne pas pouvoir additionner deux parties de 2
car on ne dispose pas d’assez de place dans 2 pour pouvoir les “rendre disjointes”),
mais se plongent de facon trés naturelle dans un monoide, que nous appellerons
le monoide des types d’équidécomposabilité de B modulo G. Cette définition peut
a son tour étre étendue & une algebre de Boole quelconque (non nécessairement
représentée comme une algebre de parties d’un certain ensemble §2), puis G peut
étre un “quasi-groupe d’automorphismes partiels”, ’exemple le plus courant étant,
pour un espace métrique (E,d), Uensemble G des isométries partielles de E, i.e.,
I’ensemble de toutes les fonctions f: X — Y ou X et Y sont deux parties de E et
pour tous zg et z1 dans X, d(zo,x1) = d(f(z0), f(x1)). Ces complications sont de
sinistre présage quant a ’existence d’une généralisation simple & énoncer de tout
cela, aussi peut-on peut-étre considérer comme une heureuse surprise que ce n’est
pas le cas: tout cela est tres facile a définir précisément, dans un cadre tres général.

DEFINITION. Soit M un monoide commutatif. Une relation binaire — sur M
est dite:

— additive quand pour tous a, a’, b, et b’ dans M, sia — a’ et b — V', alors
a+b—a +b. Une congruence est une relation d’équivalence additive.

— raffinante quand pour tous a, b, et ¢ dans M, si a + b — ¢, alors il existe
a ettt dans M telsquea —a’, b —b,etc=d + .

Notons que toute congruence = sur M est, par définition, compatible avec
laddition, ce qui permet de définir le monoide quotient M/ =. Rappelons par
ailleurs (voir chapitre précédent) qu'un monoide de raffinement est un monoide
commutatif satisfaisant la propriété de raffinement.

PROPOSITION 11.1. Soit M un monoide de raffinement et soit = une congru-
ence raffinante sur M. Alors M/ = est un monoide de raffinement.

PREUVE. Notons z — [z] la projection canonique de M sur M/ =. Soient ap,
a1, fo et B1 des éléments de M/ = tels que ap + a1 = By + B1. Solent a;, b; (i < 2)
des représentants de «;, §; (i < 2). Par définition, ag + a1 = bg + b1. Puisque = est
raffinante, il existe ag et @} dans M tels que ag = af, a1 = af, et aj +a} = bo + by.
Puisque M est un monoide de raffinement, on en déduit une matrice de raffinement

bo | b1

Gy | Coo | Co1

ay | C10 | C11
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avec les ¢;; (4,5 < 2) dans M. Par suite, la matrice suivante est une matrice de
raffinement:

Bo | B

&%) [Coo] [001}

aq [010] [611}

ce qui montre bien que M/ = est un monoide de raffinement. ([

La Proposition suivante montre comment fabriquer de nombreuses congruences
raffinantes a partir de relations binaires plus simples:

PRrOPOSITION 11.2. Soit M un monoide de raffinement et soit =~ une relation
d’équivalence raffinante (mais non nécessairement additive) sur M. Alors la rela-
tion binaire = définie par x = y si et seulement si il existe un entier naturel non
nul n et des éléments x;, y; (i <n) de M tels que pour tout i < n, x; = y; et

v=2 @ e y=) v
i<n i<n
est une congruence raffinante sur M; c’est de plus la plus petite (au sens de
Uinclusion) congruence sur M contenant ~.

Dans le contexte ci-dessus, on dit que = est la congruence engendrée par =,
i.e., la plus petite (au sens de 'inclusion) congruence sur M contenant =s.

PREUVE. Il est trivial que = est réflexive et (puisque = est symétrique) symé-
trique. La difficulté essentielle est de montrer que = est transitive. Soient donc z,
y, et z trois éléments de M tels que = = y et y = z. Par définition, il existe deux
entiers naturels non nuls p et g et des éléments x;, y; (i < p) et y7, z; (j < q) de
M tels que:

— Pour tout i < p, x; ~ y;
— Pour tout j < ¢, yj =~ zj;
=T U= D icpYi = jeq¥y o6 2 =200 %

En appliquant la propriété de raffinement, on obtient une matrice de raffine-

ment

1 1 1!
Yo Y1 e Yg—1
!
Yo Yoo Yo1 cee Yo,q—1
!
U1 Y10 Y11 ce Y1,q—1
/
Yp—1 | Yp—1,0 | Yp—1,1 | -+ | Yp—1,q-1

avec les y;; dans M. Pour tout i < p, z; =~ y, = Zj<q ¥i;, donc, puisque ~ est
raffinante (et symétrique), il existe z;; (j < ¢) dans M tels que x; =}, @i; et
pour tout j < ¢, x;; & y;;. De méme, pour tout j < ¢, >, vij = yj = 2z et =
est raffinante, il existe donc z;; (i < p) dans M tels que z; = ZKP z;; et pour tout
i < p, yij = z;. Par suite, x = ka; j<qTij €tz = Zi<p; j<q %ij avec, pour tous
i<petj<gq, zy =y et yi; = 25, d’oll, puisque ~ est transitive, x;; ~ z;;. Par
suite, par définition, = = z.
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Pour montrer que = est une congruence, il reste a vérifier que = est additive,
mais ceci résulte trivialement de la définition. Montrons maintenant que = est
raffinante. Soient donc a, b, et ¢ dans M tels que a + b = ¢. Par définition, il
existe un entier naturel non nul n et des éléments d;, ¢; (i < n) de M tels que
a+b=73%,_,di,c =), c et pour tout i < n, d; = ¢;. Puisque M est un
monoide de raffinement, il existe une matrice de raffinement de la forme

do | dy | ... | dpoa
a|ap | ay | ... | Gp—-1
b|bo|bi|...|bnot

avec les a; et les b; dans M. Par suite, pour tout ¢ < n, a; + b; = d; = ¢;, donc,
puisque ~ est raffinante, il existe des éléments a} et b, de M tels que a; = af,
b; = b, et ¢; = aj + b;. Posons alors o' = ), aj et b’ = . _ 0. Alors
€= ienCi = Y ien @i+, b =a 4. De plus, par définition, a = a’ et
b ="b": ceci montre donc bien que = est raffinante.

Finalement, soit ~ une congruence sur M contenant &; on montre que ~
contient =. Soient donc z et y deux éléments de M tels que x = y. Par définition,
il existe un entier naturel non nul n et des éléments x; (i < n) et y; (i < n) de
M tels que x = ), x; et y = >, y; et pour tout i < n, r; =~ y;. Puisque
~ est contenue dans ~, x; ~ y; pour tout ¢ < n. Puisque ~ est une congruence,
Y ienTi ~ D i Yis i-€., T ~ Yy, ce qui montre notre assertion. O

Pour une généralisation de ce résultat, voir I’Exercice 11.2.

Un cas particulier tres important de congruence raffinante est celui obtenu en
faisant opérer un groupe sur notre monoide commutatif par automorphismes: si M
est un monoide et G est un groupe opérant sur M (via (g,z) — ¢ - ), on dit que
G opere par automorphismes quand pour tout g € G, 'application z +— g -z est un
automorphisme de monoide de M.

LEMME 11.3. Soit G un groupe opérant par automorphismes sur un monoide
commutatif M. Alors la “relation d’équivalence orbitale” =g, c.a.d. la relation
d’équivalence définie par

r~gy < (g € G)(y = gx)
est raffinante.
PrREUVE. C’est beaucoup plus long a énoncer qu’a prouver! Si a, b, et ¢ sont

des éléments de M tels que a + b =~ ¢, alors il existe g € G tel que ¢ = g - (a + b),
douc=g-a+g-baveca—g-aetb—g-b. 0

Par suite, en utilisant la Proposition 11.2, si M est un monoide de raffinement,
alors la congruence =¢ engendrée par ~¢ est raffinante, et M/ = est un monoide
de raffinement. Notons que par la Proposition 11.2, =g est définie par

r=¢y<= (In eN)(Ficnz; € M)(Ficng: € Q) (x = le ety = ZQi%‘) .
<n <n

Comparer avec 'introduction de ce chapitre!
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DEFINITION-NOTATION. Soit G un groupe opérant par automorphismes sur un
monoide de raffinement M. Nous noterons =¢ la congruence sur M engendrée par
Iéquivalence orbitale associée a G, et M /G au lieuw de M/ =¢.

Nous allons & présent particulariser le choix du monoide de raffinement M,
obtenant ainsi finalement la définition d’équidécomposabilité de I'introduction de
ce chapitre.

Dans un premier temps, M sera le cone positif d’un groupe abélien réticulé (il
satisfait donc la propriété de raffinement). Il n’y a pas d’ambiguité sur le terme
“automorphisme”, car tout automorphisme d’un groupe réticulé pour la structure
de groupe ordonné est aussi un automorphisme de groupe réticulé (car V et A sont
définissables en fonction de l'ordre). Il est hors de question d’espérer que M /G reste
un groupe réticulé dans le cas général. C’est en fait une structure tres mystérieuse!
Tout ce que nous savons pour l'instant est que M/G satisfait la propriété de raf-
finement (c’est une application immédiate de 11.1 & 11.3). C’est méme rarement
le cas que M/G soit simplifiable. Bien que M/G ne soit pas non plus toujours
antisymétrique, il existe de nombreux cas ou il I’est, et la preuve de ce fait est loin
d’étre triviale:

THEOREME 11.4. Soit A un groupe réticulé abélien o-complet et soit G un
groupe opérant par automorphismes sur A. Alors le préordre algébrique de A*/G
est antisymétrique.

Il est & noter que les hypotheéses choisies ici sont loin d’étre les plus faibles
possibles, voir [Tars2]: si M est ce qui est appelé dans [Tars2] une algébre cardinale
et G est un groupe qui opere sur M par automorphismes, alors M/G est antisymé-
trique.

PREUVE. Pour toute suite (ap)neny d’éléments de AT, posons

Z 0, — {\/ {>kcnar|neN} silensemble {3, ar|n €N} est majoré dans A,

00 sinon.
neN

Soit G I'ensemble des parties finies non vides de G. Pour tout P € G, définissons

. . . P
une relation binaire — par

P
T =y < (Jgepry € AT) x:ng et y = ngg
gepr gep
Comme il a été vu dans ’expression générale de =g, il est immédiat que pour tous
x et y dans AT, x =g y si et seulement si il existe P € G tel que = il y (i.e.,
P
=c=Upeg —)-
Cependant, les relations Lt possedent une particularité que =g n’a pas, a savoir
la suivante:
Farr 1. Pour tout P € G, la relation L est o-additive, i.e., pour tous a et b
dans AT et toutes suites (an)nen et (bn)nen d’éléments de AT, si pour tout n € N,

a:Zan et b:an,

neN neN

P
a, — b, et

P
alors a — b.
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PREUVE DU FAIT. Pour tout n € N, il existe par définition une famille (ang)g4ep
d’éléments de At telle que a, = deG Ang €t by, = dep bpg. Pour tout g € G,
posons alors ag = )y Gng. Alors

0= =33 any

neN neNgeP

- Y

geP neN

~ Y q,

geP

bzz:bn:ZZgang

neN neNgeP

)

geP neN

= Zgagv

gepP

et

donc, par définition, a L. [ Fait 1.
FaiT 2. Pour tout P € G, LA est raffinante.

PREUVE DU FAIT. Soient a, b, et ¢ des éléments de A™ tels que a+b L ¢ Par
définition, il existe une famille (dy),ep d’éléments de AT telle que

a—i—b:ng etc:ngg.
geP geP

En appliquant le fait que AT satisfait la propriété de raffinement, on obtient une
matrice de raffinement de la forme

tous les dy (g € P)

a | tous les a, (g € P)

b | tous les by (g € P)

avec les ay et by dans A*. Soient alors a’ = > _pgag et b =3 pgby. Alors il
est immédiat de vérifier que a R, , b EWetc=a +V. O Fait 2.

On peut alors terminer la démonstration du Théoreme 11.4. Soit donc x +— [x]
la projection canonique de AT sur A*/G. 1l s’agit de montrer que pour tous
éléments a et b de AT, si [a] < [b] et [b] < [a] (ot < est Vordre algébrique sur
AT /@), alors [a] = [b].

Par définition, il existe deux éléments u et v de AT tels que [a] + [u] = [b] et
[b] + [v] = [a]. Par suite, [a] + [u] 4+ [v] = [a]. Par suite, il existe un élément P de §G
tel que a +u+wv L 4. Sans perte de généralité, I’élément neutre 1 de G appartient
a P. Posons ag = a, ug = u, et vg = v. Soit n un entier naturel et supposons avoir

construit a,,, Uy, et v, dans AT tels que I’hypotheése de récurrence a,, + 1, +vy, 5 an
soit satisfaite. Par le Fait 2, il existe des éléments d, 41, Uni1, et v,e1 de AT tels
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P P P
que an, — Gpyl, Up — Upgl, Un — Unigl, €6 Gn = Gpy1 + Upy1 + vpq1. Par
. P . , e
suite, apt1 + Upy1 + Vnt1 = an — ant1 et Phypothese de récurrence est satisfaite.
On a donc construit trois suites (an)nen, (Un)nen €t (Vn)neny d’éléments de AT
satisfaisant les conditions suivantes:

(i) ap = a, ugp = u, et vg = v.
. P P P
(ii) Pour tout n € N, a,, = apt1, Un — Unt1, €6 Uy — Upt1.
(iii) Pour tout n € N, a,, = apy1 + Uny1 + Vng1.
Soit alors @ = A,y an (c’est ici que l'on commence en fait a utiliser la o-
complétude de Al).

Farr 3. Pour tout n € N,
Gp = 0+ Z(un+k+1 + Un+k+1)~
keN

PREUVE DU FAIT. Fixons n. Il résulte immédiatement de (iii) ci-dessus que
pour tout m € N;

Gpn = Gp+m + § (un+k+1 + Un+k:+1)
k<m

> a+ Z (Un+k+1 + Untht1)s
k<m

d’ot1, en prenant la borne supérieure sur tous les m,
a+ Y (Unirir + Vngrs1) < an.
keN
Réciproquement, pour tout m € N,

Ap = Qp4+m + § (un+k+1 + Un+lc+1)
k<m

< apym + E (Untht1 + Vntht1)s
kEN

d’ol, en prenant la borne inférieure sur tous les m,

an < o+ Z(un+k+1 + Un+k+1)~
keN

D’ou finalement 1’égalité. O Fait 3.

En particulier,

a:a+zun+1+zvn+la

neN neN
a—i—u:a—i—g un—i—g Up+41-
neN neN

. P P . 214

Puisque pour tout n € N, %, = Uny1, D penUn — Dpen Unt1. Puisque 1'élément
S . P

neutre de G' appartient a P, nous obtenons aussi que ),y Unt1 — D, cn Unt1 €t

a5 a. Par suite, a +u 5 a, d’ou [b] = [a + u] = [a]. O
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Notons qu’a y regarder de plus pres, la démonstration ci-dessus n’est qu'une
version plus algébrique de la démonstration sans axiome du choix du théoréeme
de Cantor-Bernstein qui s’énonce “s’il existe une injection de X dans Y et une
injection de Y dans X, alors il existe une bijection de X sur Y”. Notons aussi que
dans tout cone positif d’'un groupe réticulé, la propriété de raffinement est effective,
dans le sens ou 'on peut définir les coefficients de la matrice de raffinement (par des
“polynémes”—on dit plutét “termes”—en +, —, A); par suite, la preuve ci-dessus
n’utilise pas une once d’axiome du choix.

Un cas important est le cas suivant. Soit {2 un ensemble et soit B une sous-al-
gebre de Boole de PB(€2). On consideére 'ensemble Z[B] des applications f: Q@ — Z
d’tmage finie qui sont de plus B-mesurables, i.e., telles que pour tout entier n,
f~Y{n}] € B. 1l n'est pas difficile de vérifier que Z[B] est le sous-groupe de Z%
engendré par les fonctions caractéristiques des éléments de B.

LEMME 11.5. Z[B] est un sous-groupe réticulé de Z*.

PREUVE. Il est immédiat que la fonction nulle appartient & Z[B] et que pour
tout élément f de Z[B], —f appartient aussi & Z[B]. C’est moins évident pour la
somme. Soient donc f et g deux éléments de Z[B]. Il est immédiat que f + g est
d’image finie, incluse dans Im f+Im g. Soit alors n € Z. Le fait que (f+g)~1[{n}] €
B résulte alors immédiatement du fait que

(f+9) '{n} = U ey N {a)
(p,@)€lm f xIm g; p+q=n
et que la réunion figurant dans le membre de droite est finie. Ainsi, Z[B] est un
sous-groupe additif de Z.
Pour conclure, il suffit alors de vérifier que pour tout f € Z[B], f V0 appartient

aussi & Z[B]. 1l est trivial que f V 0 est d’image finie. De plus, pour tout n € Z,
sin < 0, alors (f V0)~'[{n}] = @ € B alors que si n > 0, alors (f VO0)~'[{n}] =

F{n}] € B; enfin, (f v 0)~L[{0}] = f~1{0,—1,...,—m} € B pour tout minorant
—m de I'image de f: d’ou fV 0 € Z[B]. Donc Z[B] est un sous-groupe réticulé de
AL (]

Dans le contexte du Lemme 11.5, si G est un groupe opérant sur €2 en laissant
B globalement invariant (i.e., ¢B C B pour tout g € G—donc aussi gB = B en
appliquant ceci & g—1), alors G opere également par automorphismes sur Z[B], on
parle de l'opération de G sur Z|B] par translations. Elle est définie, pour tout g € G
et tout ¢ € Z[B], par

(Vo € Q)((g- 9)(x) = p(g™"2))
(vérifier que l'égalité g- (h- ) = (gh) - ¢ a bien lieu...!) En particulier, 'image de
g - @ est égale a I'image de ¢. En particulier aussi, pour tout X € B, g- xx = Xgx-
Notons N[B] = Z[B|". Nous pouvons alors relier la notion d’équidécomposabilité
vue dans 'introduction de ce chapitre et la définition générale des M/G:

LEMME 11.6. Soit Q un ensemble, soit B une sous-algébre de Boole de PB(2)
et soit G un groupe opérant sur ) en laissant B globalement invariant. Alors pour
tous éléments X et'Y de B, xx =g xy st et seulement si il existe un entier naturel
n, des éléments g; (i <n) de G et deur partitions X =, ., Xi et Y =, ., 9: Xs
avec les X; dans B telles que pour tout i < n, Y; = g;X; (et nous dirons alors que
X etY sont G-équidécomposables avec morceaux dans B).
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PREUVE. Le fait que xx =¢ xy est équivalent par définition & I’existence d’un
entier naturel n et d’éléments g; (i < n) de G et d’éléments ¢; (i < n) de N[B] tels

que
Xx = Zwi et xy = ng-
<n <n
Mais nécessairement, les ¢, prennent leurs valeurs dans {0,1}, ce sont donc des
fonctions caractéristiques d’éléments de B; on trouve alors immédiatement la for-
mulation du Lemme. [

Ainsi, N[B]/G sera appelé le monoide des types d’équidécomposabilité des
éléments de B modulo G, bien qu’en réalité, ses éléments ne sont pas forcément des
classes modulo =¢ [de fonctions caractéristiques] d’éléments de B, mais plutdt des
sommes finies de tels éléments. On peut montrer (Exercice 11.5) que le groupe
réticulé Z[B] ainsi qu’il a été construit ci-dessus est en fait indépendant de la
représentation choisie de B comme algebre de parties d’un ensemble 2, mais ceci
nécessite plus de travail.

D’autre part, pour pouvoir utiliser le Théoreme 11.4, il s’agit de décider quand,
pour une algebre de Boole donnée, le groupe réticulé Z[B] est o-complet. Une
réponse complete est donnée dans l'exercice 11.6, mais la preuve n’est pas aussi
évidente qu’elle le parait, et nous nous contenterons ici du résultat de démonstration
plus simple suivant:

LEMME 11.7. Soit  un ensemble et soit B une sous-o-algébre de P(Q). Alors
Z[B] est un groupe réticulé o-complet.

PREUVE. 1l s’agit de démontrer que toute suite majorée d’éléments de Z|[B]
admet une borne supérieure; il suffit en fait (quitte a utiliser une translation et
& remplacer les éléments par leur borne supérieure avec 0) de supposer que ces
éléments sont dans N[B]. Soit donc (f,,)nen une suite d’éléments de N[B], majorée
par un élément g de N[B]. Puisque Z® est un groupe réticulé complet, f = \/ nen fn
est défini dans Z2. Pour conclure, il suffit donc de montrer que f appartient & N[B].
D’une part, 'image de g est majorée (car g € N[B]), donc 'image de f est a fortiori
majorée: puisque f est positive, on en déduit que f est d’image finie.

De plus, pour tout entier n, si 'on pose I, = {k € Z | k > n}, alors f~[I,] =
Umen fm'In] € B (car B est une sous-o-algebre de P(2)), donc f~'[{n}] =
F7HIL) N f Ing1] € B. Par suite, f est B-mesurable. Donc f € N[B], ce qui
permet de conclure. O

COROLLAIRE 11.8. Soit Q un ensemble, soit B une sous-o-algébre de P(2) et
soit G un groupe opérant sur ) dont les éléments laissent B globalement invariante.
Alors N[B]/G est antisymétrique.

Si 'on ne suppose pas la o-complétude de B, alors il existe des contrexemples
a antisymétrie, voir ’Exercice 11.8. De fagon générale, la moindre propriété des
monoides N[B]/G a toujours de fortes chances de faire 'objet d’une démonstration
assez compliquée! Voici par exemple une application immédiate du Chapitre 10.

PROPOSITION 11.9. Soit Q) un ensemble, soit B une sous-algebre de Boole de
PB(Q) et soit G un groupe opérant sur Q) en laissant B globalement invariante. Pour
tout X € B, notons [X] la classe d’équivalence de xx modulo =¢. Alors pour tout
A € B, les conditions suivantes sont équivalentes:
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(i) 1l existe une mesure finiment additive (voir Chapitre 1 pour la définition)
w: B — [0, 00| telle que p est G-invariante (i.e., pour tout X € B et
tout g € G, p(gX) = pu(X)) et p(A) =1.

(ii) Pour tout entier naturel n, (n + 1)[A] £ n[A] pour le préordre algébrique
< de N[B]/G.

PreEUVE. Tout d’abord, comme dans le Chapitre 1, si pu: B — [0, +00] est
une mesure finiment additive, on peut la “prolonger” en un homomorphisme i de
monoides de N[B] vers [0, +00] en posant, pour tout s € N[B],

ls) = [ sdi= 3" n- (s ({m}):
neN

Il est alors immédiat que si u est G-invariante, alors i I'est aussi, et donc que pour
tous éléments s et ¢ de N[B], si s =¢ ¢, alors [sdu = [tdpu.

Par suite, si u satisfait (i) et n € N satisfait (n + 1)[A] < n[A], alors [(n +
)xadp < [nxadp, soit (n+1)p(A) < nu(A), soit encore n+1 < n, contradiction.

Réciproquement, supposons qu’il n’existe pas de mesure finiment additive G-
invariante de B vers [0, +00] envoyant A sur 1. Si il existait un homomorphisme de
poT-monoides ¢: N[B]/G — R" (rappelons que R = [0, +00]) envoyant [A] sur 1,
alors on obtiendrait une mesure invariante normalisant A en posant naturellement
w(X) = ¢([X]), contradiction. Par suite, par le Corollaire 10.14, il existe un entier
naturel n tel que (n + 1)[4] < n[A]. O

Ce résultat est fascinant, dans le sens ou il exprime que “quelque chose existe
de toute fagon”: soit une mesure invariante normalisant A, soit une décomposition
dite “faiblement paradoxale” donnant l'inégalité peu intuitive (n + 1)[4] < n[A].
Bien que beaucoup de choses soient déja connues & ce sujet, certaines sont de
preuve extrémement difficile, & un tel point que les problémes correspondants sont
restés ouverts pendant une cinquantaine d’années ou plus, malgré de nombreux
assauts redoutables. Une bonne référence générale pour ce genre de probléeme est
[Wago], mais citons aussi [Lacz9] qui contient des résultats plus récents. Citons-en
quelques-uns, sans preuve. L’un des plus anciens, le plus célebre, pourtant 'un des
moins intuitifs, mais cependant I'un des plus faciles, est le suivant, le paradoze de
Banach-Tarski, [BaTa]. Voir aussi [Wago|, et 'Exercice 11.10, oli une preuve est
indiquée:

THEOREME (Banach et Tarski, 1924). Faisons opérer le groupe SO3 des ro-

tations vectorielles de 'espace euclidien de dimension 3 sur sa sphére unité S2.
Alors, dans N[B(S?)]/SO3, S? est paradoxal, i.e., [S?] = 2[S?].

Signalons que le nombre minimum de morceaux pour réaliser une telle décom-
position est égal a 4 (voir [Wago]).

Il est clair que le morceaux utilisés dans la “décomposition paradoxale de la
sphere” de Banach-Tarski ne peuvent pas étre mesurables pour la mesure de Le-
besgue de S?. Par contre, la question resta ouverte pendant plus de 60 ans si
ces morceaux pouvaient avoir la propriété de Baire (une partie X d’un espace
topologique a la propriété de Baire quand il existe un ouvert U tel que X A U soit
maigre, voir aussi par exemple I'Exercice 1.29). Incroyablement, la réponse est pos-
itive, et c’est I'un des résultats les plus difficiles et techniques jamais démontrés dans
ce domaine, voir [DoFol] pour un résumé et [DoFo2| pour des preuves completes:
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THEOREME (Dougherty et Foreman, 1992). Faisons opérer le groupe SO3 des
rotations vectorielles de lespace euclidien de dimension 3 sur sa sphére unité S?
et soit B l’algébre de Boole des parties de S* qui ont la propriété de Baire. Alors,

dans N[B]/SO3, S? est paradoxal, i.e., [S?] = 2[S?].

Signalons que le nombre minimum de morceaux pour réaliser une telle décom-
position est égal a 6 (voir [WehrT7]).

Signalons également qu’en fait, les deux énoncés ci-dessus ne sont que des cas
particuliers d’énoncés beaucoup plus généraux.

Dans un autre ordre d’idées, citons la solution positive du probleme de la “quad-
rature géométrique du cercle” de Tarski, qui resta lui aussi ouvert pendant plus de
60 ans et dont la solution est également treés difficile, voir [Lacz2] (améliorations
dans [Lacz4]).

THEOREME (Laczkovich, 1990). Soit G = R?, opérant par translations sur R2.
Alors le disque et le carré de R? d’aire unité sont G-équidécomposables.

Le nombre minimum de morceaux a utiliser pour une telle décomposition n’est
pas connu; la méthode de [Lacz4] donne au plus 10 morceaux, mais il n’est méme
pas connu si, par exemple, 10 morceaux suffisent. . .

Par ailleurs, le probleme de savoir si les morceaux peuvent étre tous mesurables,
ou tous avec la propriété de Baire, ou méme tous boréliens, et encore ouvert.

Citons également des résultats moins difficiles que les deux derniers ci-dessus
mais néanmoins intéressants (la preuve du paradoxe de Banach-Tarski n’est pas
difficile), Voir [Wehr8] ot une preuve du résultat suivant, die essentiellement &
M. Laczkovich, est présentée (historiquement, l'origine exacte du résultat ne me
parait pas claire):

THEOREME (essentiellement Konig). Soit G un groupe opérant sur un ensemble
Q. Alors N[B(Q)]/G est non perforé.

La preuve de ce résultat est plus délicate que celle de "antisymétrie du Théore-
me 11.4. Elle utilise de fagon essentielle le théoreme de Tychonoff, plus précisément
la version infinie du Lemme des mariages (voir Exercice 1.22, ou remonter a la
source avec [Hall]). Par ailleurs, on ne peut remplacer P(2) par une algebre de
Boole compléte quelconque, voir [Truss3|:

THEOREME (Truss, 1990). Soit B l’algébre de Boole des ouverts réguliers de
{0,1}N. Alors il existe un groupe G d’automorphismes de B tel que N[B]/G soit
2-perforé; en fait, il existe deux éléments a et b de N[B|/G tels que 2a = 2b mais

a #b.

Truss montre que son exemple ne satisfait pas non plus la propriété de pseudo-
simplification vue dans le Chapitre 10.

Il n’en reste pas moins qu’apres que l'on ait démontré I’antisymétrie et la non-
perforation pour les N[B(Q2)]/G, aucune nouvelle propriété universelle (i.e., du type
(VZ)p(Z) olt p est une formule sans quantificateurs de (+, <) et & = (z1,...,2,) est
une liste de symboles de variable—mnotons que la propriété de raffinement n’est pas
une telle propriété) ne vint se manifester pour ces espaces. Il en existe cependant
une, qui n’est pas conséquence de I'antisymétrie et de la non perforation, mais elle
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est totalement triviale, c’est la conjonction des deux énoncés suivants:
(Vx,y,u,v)((x—f—u Sy-l—uet ’U,S’U) E ) Sy_f_v)’
(V%ya%v)((ﬂ@-f—u:y-l-uet US’U) éx—i—’[}:y_f_v)

voir 'Exercice 10.21. Elle résulte immédiatement du fait que 'on prend le préordre
algébrique sur N[B(Q)]/G, appelons-la donc la préalgébricité. Cela dit, reste-t-il
d’autres propriétés universelles des N[B(€2)]/G que nous n’aurions pas vues? La
réponse est définitivement non—i.e., il n’y a essentiellement pas d’autres axiomes
universels satisfaits par tous les N[P(Q)]/G, voir [Wehr8]:

THEOREME (Wehrung, 1994). Un pot-monoide se plonge dans un N[B(Q)]/G
si et seulement si il est antisymétrique, non perforé et préalgébrique.

La construction est plutdt longue, et étudie plus les poT-monoides que les
N[B(€Q)]/G. Elle utilise, vers la fin de la preuve et de fagon cruciale, une construc-
tion de Laczkovich sur les N[(02)]/G.

Un énoncé a rapprocher (formellement) de celui-ci est le résultat (tres difficile)
suivant, voir [Keto]:

THEOREME (Ketonen, 1978). Soit BA le semi-groupe commutatif des types d’i-
somorphisme d’algébres de Boole dénombrables. Alors tout semi-groupe commutatif
dénombrable se plonge dans BA.

Nous avons dit précédemment que la théorie universelle des monoides de types
d’équidécomposabilité était completement déterminé (elle est de fait décidable par
un autre résultat de [Wehr8]) dans le cas des algebres de Boole completes atom-
iques (i.e., de type PB(2) ou £ est un ensemble). Par contre, en ce qui concerne
la théorie sans restriction sur la complexité des formules, pratiquement rien n’est
connu. Nous avons déja vu que les N[B]/G satisfaisaient tous la propriété de raf-
finement, mais y a-t-il d’autres axiomes qui ne se déduisent pas de la propriété de
raffinement? La réponse est, pour les algebres de Boole o-complétes, positive (avec
une preuve non triviale), voir [Tars2, Theorem 11.12]:

THEOREME (Tarski, 1949). Soit G un groupe opérant par automorphismes sur
une algébre de Boole o-compléte B. Alors N[B]/G est une algebre de raffinement,
i.e., il satisfait la propriété de raffinement et l'axiome suivant:

(Vao,al,bm)[ao—l—al—i—c:b—i—cz

(E'Z'<2bi, Ci) (/X\(G,Z +c; = bl + Ci) et bo + bl =bet Co +c = C>:| .
<2
Il en résulte en particulier que si B est o-complete, alors N[B]/G (muni de
son préordre—qui est ici un ordre—algébrique) satisfait ’axiome PVI de I'Exerci-
ce 10.7, donc, d’apres le résultat de 'Exercice 10.8, N[B|/G satisfait la propriété
d’interpolation finie. D’autres structures trés différentes qui sont également des
algebres de raffinement peuvent étre trouvées dans [Wehr13].

On peut aussi rechercher quels axiomes universels sont satisfaits par les N[B]/G
quand on impose des restrictions sur le groupe G. Par exemple, on dit que G est
exponentiellement borné quand pour toute partie finie S de G, l'application fg
de N vers N définie par fg(n) =(nombre d’éléments de G qui sont produits de n
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éléments de S) vérifie lim,,_, 1+~ fs(n)/2" = 0. En particulier, tout groupe abélien
est exponentiellement borné. A. Tarski a alors démontré le résultat non-trivial
suivant, voir [Tars2, Theorem 16.10]:

THEOREME (Tarski, 1949). Soit G un groupe exponentiellement borné opérant
par automorphismes sur une algébre de Boole B. Alors N[B|/G satisfait l’aziome
sutvant:

(Va,b,c)(a+2c=b+c=a+c=0b).

Plus proche des problemes de décomposition avec des objets “courants” est la
solution suivante du troisiéme probléme de Hilbert (par Dehn; voir [Bolt] pour une
exposition tres claire sur ce sujet):

THEOREME (Dehn). Considérons Q = R3 muni du groupe des isométries affines.
Soit B l’algebre de Boole quotient de l’algébre de Boole engendrée par les polyédres
de R3 par les éléments inclus dans une réunion finie de plans affines (i.e., les figures
au plus bidimensionnelles). Alors un cube et un tétraédre régulier ne sont jamais
équidécomposables.

Il est & noter que le cube est équidécomposable a certains tétraedres non
réguliers, ce qui n’est pas du tout évident a priori. En dimension 3, le volume
et linvariant de Dehn (ce dernier n’est pas un nombre réel mais un élément du
produit tensoriel R ®z (R/Z)) forment un ensemble complet d’invariants pour “I’é-
quidécomposabilité polyédrale”. Plus généralement, en dimension n, on associe
& tout polytope (réunion finie de polyedres) P ses invariants de Dehn-Hadwiger
D;(P) (0 <i<[(n—1)/2], ot x — [z] est la fonction partie entiere—Dq(P) est le
volume de P) qui sont des éléments du produit tensoriel

Rz (R/Z) ®z - @z (R/Z))

(i facteurs R/Z), et ce sont des invariants d’équidécomposabilité. Le probleme de
savoir si ces invariants forment un systéme complet pour I’équidécomposabilité des
polytopes est résolu (avec une réponse positive) en dimension 3 et en dimension 4,
voir [Cart], mais & ma connaissance, on ne sait encore rien au-dela.

Exercices du Chapitre 11
EXERCICE 11.1. Soit M un monoide commutatif. Un idéal de M est, par
définition, un sous-monoide N de M satisfaisant

(Vz,y e M)(z+y€ N = (z€NetyeN)).
On définit alors une relation binaire ~py sur M en posant
x~yy < (Ju,v e N)(z+u=y+v).

(a) Montrer que ~ est une congruence sur M.
(b) Montrer que si M est un monoide de raffinement, alors M/ ~x est un monoide
de raffinement.

EXERCICE 11.2. Soit M un monoide commutatif et soit — une relation binaire
sur M. On suppose que — satisfait les conditions suivantes:
(i) (Vo e M)(3y € M)(z — y);
(ii) — est transitive;
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(iii) — est confluente, i.e., pour tous a, b, et ¢ dans M, si a — b et a — ¢, alors il
existe x € M tel que b — x et ¢ — x;
(iv) — et sa relation opposée « (définie par a < b < b — a) sont raffinantes.

Soit & la relation binaire sur M définie par
rrye (A2)(z — zety — 2).

(a) Montrer que = est une relation d’équivalence sur M.

(b) Montrer que = est raffinante.

(¢) Montrer que la congruence = engendrée par — est la méme que la congruence
engendrée par ~; en déduire que si M est un monoide de raffinement, alors =
est raffinante.

(d) Soit M un monoide commutatif. On définit une application s: MY — MY en
posant, pour tout (x,)neny € MY,

~
~
~
~

S((xn)neN) = (anrl)nEN-

Montrer que s est un endomorphisme du monoide MY,

(e) On définit une relation binaire — sur MY par £ — 7 si et seulement si il existe
un entier naturel n tel que n = s™(£). Montrer que — satisfait les conditions de
(i) & (iv) ci-dessus.

(f) En déduire que si M est un monoide de raffinement, et que si 'on note = la
congruence engendrée par —, alors MY/ = est un monoide de raffinement.

EXERCICE 11.3. Soit G un groupe opérant par automorphismes sur un monoide
commutatif M et soit H un sous-groupe distingué de G.

(a) Montrer que le groupe G/H opére naturellement par automorphismes sur M/H.
(b) Montrer que si M est un monoide de raffinement, alors il existe un isomorphisme
de monoides de M /G sur (M/H)/(G/H).

EXERCICE 11.4. Soit M un monoide de raffinement et soit S un semi-groupe
opérant sur M par endomorphismes de monoides (i.e., pour tout s € S, Papplication
x +— s- 2z est un endomorphisme de M). On suppose que S satisfait la condition
d’Ore (& gauche) suivante (voir a ce sujet I'Exercice 5.15):

(Vp,q € S)(3u,v € S)(up = vq).

Noter que si S est un groupe ou bien un semi-groupe commutatif, alors il satisfait
la condition d’Ore a gauche. On définit une relation binaire — sur M en posant

r—oy<=(IseS)(s-z=y).

(a) Quelle condition faut-il imposer a Popération de S sur M pour que les conditions
de (i) & (iv) de ’Exercice 11.2 soient satisfaites?

(b) Montrer que la condition trouvée en (a) résulte de la condition suivante: pour
tout s € S et tous a, b, et ¢ dans M, si s- ¢ = a+b, alors il existe deux éléments
a' etb deStelsquec=a +b ets-a’ =aets-b =0

(c) Montrer que cette derniére condition est satisfaite par M" dans le contexte des
questions (d) a (f) de I'Exercice 11.2.

EXERCICE 11.5. Soit €2 un ensemble et soit B une sous-algebre de Boole de
P(Q). Si M est un monoide commutatif, une charge sur B a valeurs dans M est
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une application p: B — M telle que u(@) = 0 et pour tous éléments disjoints X et
Y de B, p(XUY) = p(X) + p(Y). Pour tout f € N[B], on pose alors

+oo
[ran=Y n(tz e f)=n))
n=1
(noter que tous les termes du membre de droite sont nuls sauf un nombre fini d’entre
eux).

(a) Montrer que si f =3, n;xx, (ot pour tout i <k, n; € N et X; € B), alors

/fdﬂ = Zni,u(Xi)'
i<k
(b) En déduire que f — [ fdp est un homomorphisme de monoides de N[B] vers
M.
(¢) En déduire que N[B] possede la “propriété universelle” suivante: pour tout mono-
ide commutatif M et toute charge u: B — M, il existe un seul homomorphisme
de monoides fi: N[B] — M tel que

(VX € B) (jlxx) = p(X)).

(d) En déduire que tout monoide commutatif possédant la propriété universelle ci-
dessus est isomorphe a N[B].

(e) Soit B une algebre de Boole. En essayant de représenter ) .pnxXx par
I’application X +— nx, construire indépendamment de toute représentation de
B comme algebre de parties un monoide commutatif N[B] qui est le cone positif
d’un groupe abélien réticulé et qui possede les propriétés vues dans les ques-
tions précédentes. (Avertissement: cette question n’est pas difficile, mais tres
fastidieuse).

EXERCICE 11.6. * Soit B une algebre de Boole. Montrer que Z[B] est un groupe
réticulé o-complet (resp., complet) si et seulement si B est une algébre de Boole
o-complete (resp., complete).

EXERCICE 11.7. Soit B I'ensemble des parties de R qui sont de la forme U A D
ou U est une réunion finie d’intervalles et D est une partie [au plus] dénombrable
de R. Soit de plus G le groupe des translations de R.

(a) Montrer que B est une sous-algebre de Boole de PB(R), laissée globalement in-
variante par chaque élément de G.

Par définition, une translation par morceaux sur B est une fonction 7: X —
R injective ou X est un élément de B qui peut s’écrire comme une réunion
disjointe (J,;.,, Xi (Xi € B) et chaque restriction 7| est une translation. De
plus, pour tout nombre réel z, notons [z] la partie entiere de x et (z) = x — [z].
Soit o un nombre irrationnel compris entre 0 et 1.
(b) Montrer que lapplication 7: [0, 1[ = R, 2 — (z + «) est une translation par
morceaux sur B, qui définit une bijection de [0, 1[ sur [0, 1].
(¢) Montrer que pour tout entier naturel n, 7(0) = (na).
Posons alors D = {(na) | n € N}.
(d) Montrer que 7[D] = D \ {0}.
(e) En écrivant que [0, 1] = ([0, 1[\ D) U D et ]0, 1] = ([0, 1[\ D) U 7D, montrer
que [0, 1] et |0, 1] sont G-équidécomposables & morceaux dans B.
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Montrer que deux réunions finies d’intervalles bornés de R sont G-équidécompo-
sables si et seulement si elles ont méme longueur.

En adaptant le raisonnement de (e), montrer que pour tout intervalle non trivial
I de R et toute partie dénombrable D de I, I et I\ D sont équidécomposables
& morceaux dans B (Indication: montrer que I'on peut choisir « tel que pour
tout entier naturel n # 0, 7"[D] N D = @).

Soit A la mesure de Lebesgue sur R. Montrer que deux éléments bornés U et V
de B sont G-équidécomposables (avec des morceaux dans B) si et seulement si
AU) = A(V).

Montrer que R et Rt ne sont pas G-équidécomposables avec morceaux dans B.

EXERCICE 11.8. * Soit € l’ensemble des réunions finies d’intervalles de R et

soit G le groupe des homothéties-translations de R.

(a)

Montrer que € est une sous-algebre de Boole de PB(R), laissée globalement in-
variante par chaque élément de G.
Pour tout intervalle borné I de R, on définit un entier relatif ¢(I) en posant

—1 si I est un intervalle ouvert,
c(I)=4¢0 sil=@oul est un intervalle semi-ouvert,

+1 si I est un intervalle fermé.

Montrer que si un intervalle borné K est réunion disjointe de deux intervalles I
et J, alors ¢(K) = c(I) + ¢(J).

Montrer que si I est un intervalle borné de R et si (I;)r<n est une suite finie
disjointe d’intervalles de R dont la réunion est égale a I, alors c(I) = >, _,, c¢(Ix).
En déduire que pour tout élément U de I'ensemble J des éléments bornés de
B, on peut définir un entier relatif ¢(U) en posant, pour toute décomposition
U = Up<n I en réunion disjointe d’intervalles de R, ¢(U) = >, _,, c¢(Ix).
Montrer que c est une charge sur J, i.e., pour deux éléments quelconques disjoints
UetVded, c(UUV)=cU)+c(V).

Montrer que si U et V sont deux éléments G-équidécomposables a morceaux
dans B de J, alors U =¢ V entraine que ¢(U) = ¢(V).

En déduire qu'un intervalle ouvert borné de R n’est jamais G-équidécomposable
a morceaux dans B a un intervalle fermé borné de R.

Soit a (resp., b) le type d’équidécomposabilité de [0, 1] (resp., ]0, 1[). Montrer
que a < b et b < a, mais que a # b.

EXERCICE 11.9. Faisons opérer le groupe additif des nombres rationnels Q sur

Q par translations. Posons A =[0, 1]NQ et B =10, 1[N Q.

(a)

(b)

Soit 1 une mesure finiment additive de B(Q) vers [0, +oo] qui est de plus Q-
invariante (i.e., pu(r+X) = p(X) pour tout rationnel r et tout X C Q). Montrer
que pour toute partie finie X de Q, pu(X) = |X| - u({0}) (o | X| est le cardinal
de X).
Montrer que pour toute mesure Q-invariante p: P(Q) — [0, +00], u(A) = u(B).
Disons qu’une translation par morceauz est une application injective T d’une
partie X de Q vers Q telle qu'il existe une partie finie {rq,...,r,} de Q (dont
les éléments seront appelés les vecteurs de 7) telle que

(Vo€ X)(r(z) € {ri +m,...,my + }).
Pour tout X C @Q, notons [X] la classe d’équidécomposabilité modulo Q de yx.
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(¢) Montrer que si U et V sont deux parties de Q, alors [U] < [V] si et seulement si
il existe une translation par morceaux de X dans Y.

(d) Soit 7 une translation par morceaux, de vecteurs r1,..., r, et soit d un entier
naturel non nul tel que dry,. .., dr, soient entiers. Montrer que 7 laisse (1/d)Z
globalement invariant.

(e) Montrer que [A] £ [B].

Ainsi, dans cet exemple, les mesures invariantes & valeurs dans [0, +od]
ne séparent pas les classes d’équidécomposabilité des parties de Q. Une autre
propriété négative se trouve dans la question suivante:

(f) Soit C = {0}. Montrer que pour tout n € N, n[C] < [B] mais que [C]+[B] # [B].

EXERCICE 11.10. Le but de cet exercice est d’indiquer une preuve du théore-
me de Banach-Tarski (elle vient essentiellement de [Wago]). De facon générale,
disons que si un groupe G opere sur un ensemble (2, un sous-ensemble X de € est
G-paradozal quand, dans N[B(Q)], xx =¢ 2xx- Notons [X] la classe d’équivalence
modulo =¢ de xx. Nous noterons également LI la réunion disjointe—par exemple,
c = allb signifie que c=aUbet aNb=a.

(a) Soit Fy le groupe libre a deux générateurs, disons a et b. Faisons opérer F» sur
lui-méme par translations & gauche (i.e., pour tous g et x dans Fy, g - x = gz).
Pour tout u € Fy, notons W (u) ’ensemble des éléments de F5» qui, sous forme
réduite, commencent par u. Montrer que

PA{L}=W(@uW Huw®m) uwbm!);
Fy=W(a)UaW(a™t)
=W () ubW (b h);

(b) En déduire (en utilisant s'il le faut Iantisymétrie!) que F est paradoxal (pour
son action sur lui-méme par translations a gauche).

(c) Soit G un groupe opérant sur un ensemble 2. Montrer que si G opere simplement
(i.e., g- & = x entraine g = 1) sur § et si G est paradoxal pour son opération &
gauche sur lui-méme, alors €2 est G-paradoxal (“imiter” la décomposition para-
doxale de G sur chacune de ses orbites).

Munissons maintenant R® de sa structure euclidienne naturelle. Soient « et
3 les endomorphismes (vectoriels) de R? de matrices respectives

- o0 1o o
225 0] e |05 ong
0 0 1 0 »2 1

(d) Vérifier que a et 3 sont des rotations vectorielles de R3.

(e) Soit G le sous-groupe de SO3 engendré par {«, 3} et soit e: F5 — G I’homomorphisme

surjectif envoyant a sur « et b sur 3. Soit w un élément non trivial de F3, se ter-
minant (sous sa forme réduite) par a*!. Montrer par récurrence sur la longueur
de w que e(w)(1,0,0) peut s’écrire sous la forme (p,qv/2,7)/3% ot1 p, g, r sont
des entiers relatifs, k& est un entier naturel et ¢ n’est pas un multiple de 3.

(f) En remarquant que la conjugaison n’affecte pas le fait d’étre ou non égal a 1, en
déduire que e est un isomorphisme, donc que F» se plonge dans SOs.

(g) Soit D = {z € S? | (3g € G\ {1})(g9z = z)}. Montrer que D est dénombrable,
et que S%\ D est G-paradoxal.
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(h) Montrer qu'’il existe un élément p de SOj3 tel que pour tout entier naturel non
nul n, p"[D]ND = & (commencer par prendre une rotation dont ’axe évite D).

(i) Posons D = {J, oy p"[D]. En écrivant que S? = (S2\ D)U D et S\ D =
(S%2\ D) U p[D], en déduire que S? et S? \ D sont équidécomposables. Conclure
que S? est SOs3-paradoxal.

EXERCICE 11.11. Le but de cet exercice est de montrer entre autres que pour
n > 3, deux parties bornées d’intérieur non vide de R™ sont toujours équidécompo-
sables modulo le groupe des rotations affines. On admettra tout d’abord le résultat
de 'Exercice 11.10. Soit G le groupe des rotations affines de R™. Pour toute partie
X de R", notons [X] la classe d’équidécomposabilité de xx modulo G.

Dans un premier temps, on supposera que n = 3.

(a) Soit B une boule ouverte non vide de R? et soit p un point de B. Montrer que
[B] = [B\ {p}] (considérer une rotation affine dont I’axe rencontre B mais ne
passe pas par p, puis s’inspirer de (h), (i) de ’'Exercice 11.10).

(b) En déduire que pour toute boule non triviale B de R?® et tout point p de B,
[B] = [B\ {p}].

(¢) Soit B la boule unité fermée de R3. En utilisant le résultat de 'Exercice 11.10,
montrer que [B\{0}] = 2[B\{0}] (propager le long des rayons une décomposition
paradoxale de la spheére).

(d) Déduire des questions précédentes que pour tout entier naturel non nul m, [B] =
m[B].

(e) En déduire que pour toute partie bornée X de R?, [X] < [B], puis que deux
parties bornées d’intérieur non vide de R? sont équidécomposables.

Supposons a présent que n est un entier naturel quelconque supérieur ou
égal a 3.

(f) Soit Cp, = {(x1,...,2y) € [0, 1]™ | max{z1,...,2,} < 1}. Montrer que [C,] =
2[C,,] (on pourra raisonner par récurrence sur n).

(g) En déduire que pour toute partie bornée X de R™, [X] < [C),], et que deux
parties bornées d’intérieur non vide de R™ sont toujours équidécomposables.

L’exercice suivant montre que la situation est radicalement changée pour les
petites dimensions (1 et 2).

EXERCICE 11.12. * Soit n un élément de {1, 2} et soit G le groupe des isométries
affines de R™.

(a) En admettant le résultat de 'Exercice 1.28(d), montrer qu’il existe une mesure
de probabilité finiment additive G-invariante p: B(G) — [0, 1].

(b) Soit F I’espace des applications bornées et & support borné de R™ vers R, et soit
E Tespace des éléments mesurables (au sens de Lebesgue) de F'. On munit E de
la semi-norme définie par

I191= [ 7@ da.
Rn
puis on munit F' de Papplication f +— || f|| définie par

£ = Adllgll | g € E et || < g}.

Montrer que cette derniere application est bien une semi-norme sur F, pro-
longeant celle de F.
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Soit alors
p: E—>R, fr f(z)da.
Rn

Montrer que ¢ est une forme linéaire positive 1-Lipschitzienne sur E, puis mon-
trer (en utilisant le Théoreme de Hahn-Banach) que ¢ se prolonge en une forme
linéaire 1-Lipschitzienne sur F; nous noterons celle-ci ». Montrer que ¥ est
positive (si 0 < f <1, considérer f et 1 — f).

Montrer que 'on peut définir, pour tout élément f de F,

0(f) = /G (g £) dulg)

(G opere sur F par translations). Montrer que € est une forme linéaire 1-
Lipschitzienne positive G-invariante sur F' prolongeant .

Montrer que si X et Y sont deux parties bornées équidécomposables de R™, alors
O(xx) = 6(xy). En déduire que si X et Y sont deux parties mesurables bornées
équidécomposables de R™, alors X et Y ont méme mesure. En particulier, la
boule unité de R™ n’est pas G-paradoxale.

EXERCICE 11.13.

Soit 8§ I’ensemble des parties I de N telles que I et N\ T soient infinies. Montrer
que pour tous éléments I et J de §, il existe une permutation de N envoyant
sur J.

Soit G le groupe des permutations de N, opérant naturellement sur N. Mon-
trer que N est paradoxal modulo G, c.d.d. que dans N[B(N)], xny =¢ 2xn-
(Indication: observer que

N=(4N)U (1+4N)U (2 +4N) U (3 + 4N)
et que
N = (2N)uU (1 + 2N)

et utiliser le (a)).
Montrer que N[B(N)]/G est isomorphe & N = NU {+o0}.

EXERCICE 11.14. Soit G le groupe des homothéties-translations de R? et soit

B la sous-algebre de Boole de B(R?) engendrée par les polygones convexes de R?
(par “polygone convexe”, on peut par exemple entendre toute intersection finie
bornée de demi-plans fermés). Montrer que deux polygones convexes non triviaux
quelconques de R? sont G-équidécomposables & morceaux dans B.

EXERCICE 11.15. Soit A un groupe abélien réticulé et soit G un groupe fini

opérant par automorphismes sur A. Soit 7: AT — AT /G ’homomorphisme sur-
jectif naturel, et munissons A™ et AT /G de leur préordre algébrique.

(a)

(b)

Montrer que pour tous éléments a et b de AT, w(a) < 7(b) (resp., 7(a) = m(b)) si
et seulement si )5 ;90 <> 5 9b(vesp., X0 cq9a =) c59b). (Indication:
si par exemple dec ga = dec gb, on cherche des éléments z, de AT tels
que a = deG g et b= deG gxg. Prendre “le plus grand z; possible”, en
l'occurrence a A b, puis continuer avec a —a A b, b — a A b et les éléments de
G\{1}...)

En déduire que AT /G est le cone positif d'un groupe abélien réticulé.
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(¢) On dit qu'un groupe G est localement fini quand tout sous-groupe finiment
engendré de G est fini. Montrer que si A est un groupe abélien réticulé et si G
est un groupe localement fini opérant sur A par automorphismes, alors AT /G
est le cone positif d’'un groupe de dimension.
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Le but de ce probléeme est de caractériser le groupe abélien réticulé libre a n gé-
nérateurs, ot n est un entier naturel fixé. Pour résoudre une question, le candidat
pourra admettre les résultats des questions précédentes.

On rappelle que si E est un espace vectoriel sur un corps K qui est soit Q ou
R et si C' est un sous-ensemble de E, C est convexe quand pour tous éléments x
ety de C et tout A € K tel que 0 < A <1, (1=Nz+ Ay € C. Si X est un
sous-ensemble de E, I'enveloppe convexe de X est la plus petite partie convexe de
E contenant X ; c’est donc l’ensemble des “combinaisons convexres” d’éléments de
X, ie., les éléments de E de la forme 2?21 Aix; ou n est un entier naturel, les \;
sont des éléments de KT tels que 2?21 A =1 et les x; sont des éléments de X.

Ieére partie. (premier préliminaire) Soit K l'un des deux corps Q ou R. Un
systeme linéaire positif a coefficients dans K est, par définition, un ensemble fini
d’équations et d’inéquations dont chacune est de la forme

n
E )\ixi =«
i=1

ou bien
n
E AiXi >
i=1
« et les \; étant des éléments de K. Les x1,..., X, sont les inconnues du systeme.

(1) Soient m et n deux entiers naturels et soient a; (1 <7 <m)etb; (1 <j <
n) des éléments de K. Montrer que le systéme linéaire & une inconnue x
suivant

a; <x (toutie{l,...,m})
x <b; (toutjed{l,...,n})
admet une solution dans K si et seulement si pour tous 4 et j (avec 1 <

i<metl<j<n), a <Dbj.
(2) En “éliminant” I'inconnue x,,, montrer que pour tout systeme linéaire posi-

tif & n inconnues X(x1, ..., X,—1,X,), il existe un systéme linéaire positif &

n—1inconnues ¥/ (x1, . .., X,_1) équivalent (dans K"~ 1) & (3x,)3(X1, - -, Xn_1,Xn)-
(3) En déduire que si 3(xq,...,X,) est un systéme linéaire positif & n incon-

nues et a coefficients dans Q, alors ¥(xy, ..., X,) admet une solution dans

R™ si et seulement si il admet une solution dans Q™.

189
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ITéme partie. (second préliminaire) Soit (E,|| ||) un espace vectoriel normé sur
R et soit K un compact convexe non vide de F. Pour tout x € E, on pose

(1)

(2)

3)

ITIéme

(1)

(2)

d(x, K) = inf{|lz —y[| [y € K}.

Montrer que pour tout & > 0, I'ensemble B(K,e) ={x € E | d(z,K) < e}
est un ouvert convexe de E (on pourra montrer que si A est un nombre réel
tel que 0 < A < 1etsixetysont des éléments de E, d((1—N)z+ Ay, K) <
(1= N)d(z, K) + Md(y, K)).

Supposons que de plus, 0 ¢ K. Montrer qu’il existe une forme linéaire

continue f sur E telle que (Vo € K)(f(z) > 0) (on pourra utiliser le

théoréeme de Hahn-Banach sous forme géométrique).

Soit n un entier naturel, soit X une partie finie de Q. On note K

I’enveloppe convexe de X dans Q" et K ’enveloppe convexe de X dans

R™.

(3.1) Montrer que K N Q™ = K. (On pourra utiliser le résultat de la Iere
partie).

(3.2) Montrer que si 0 ¢ K, alors il existe une forme linéaire f sur Q" et
o > 0 dans Q tels que (Vo € K)(f(z) > o) (Indication: déduire
de la question précédente I'analogue de ce résultat pour R"; puis
remarquer que Q est dense dans R).

partie.

Soit G un groupe réticulé et soit S un sous-semi-groupe de (G, +). Notons
S I'ensemble des éléments de G de la forme /\?=1 gi =g1N---ANgpoun est
un entier naturel non nul et les g; sont des éléments de S. Montrer que S
est un sous semi-groupe de (G, +), contenant S et stable par A.

Dans le contexte de la question (1) ci-dessus, on suppose qu’en outre G
est abélien. Montrer que le sous-groupe réticulé de G engendré par S (i.e.
le plus petit—au sens de I'inclusion—sous-groupe réticulé de G contenant
S) est égal & S + (—S), c.da.d. 'ensemble des éléments de G de la forme
g — h ol g et h sont des éléments de S.

On fize désormais un entier naturel n, et on note F,, = Z%" le groupe
réticulé des applications de 2™ wvers Z (l'ordre est donné par f > 0 &
(Vz € Z™)(f(z) > 0)). Pour tout élément p = (p1,...,pn) de Z™, on
considere l’élément p de F,, défini par

n
DLt =7, (21, .., %,) — Zp,xz
i=1

Montrer que S,, = {p | p € Z™} est un sous-groupe de (F,,+,0).

On note désormais FA,, le sous-groupe réticulé de F,, engendré par
S,.. Notons (e;)1<i<n la base canonique de Z™. Le but de ce qui suit est
de montrer que FA,, muni de (é1,...,6,) est le “groupe abélien réticulé
libre” a n générateurs. La question suivante est le point clé pour aboutir
a cette conclusion.

Soit k£ un entier naturel non nul et soient pq,..., pr des éléments de Z". En

appliquant la question (11.3.2) & l'enveloppe convexe de X = {p1,...,pr}

dans Q™, montrer que /\?:1 p; < 0 si et seulement si il existe des entiers
k

naturels non tous nuls myq,..., my tels que Zi:l m;p; = 0.
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(5) Solent k et [ deux entiers naturels non nuls et soient p; (1 <i < k) et g,
(1 <7 <) des éléments de Z™. Montrer que les deux conditions suivantes
sont équivalentes:

() iy Bi < Ny G
(ii) Pour tout j € {1,...,1}, il existe des entiers naturels non tous nuls
mij,. .., Mg, tels que Zle mi;p; = (Zle mij> q;-
Dans ce qui suit, on fize un groupe réticulé abélien G et n éléments
ai,..., a, de G.

(6) Montrer qu’il existe au plus un homomorphisme de groupes réticulés f: FA,, —
G tel que pour tout ¢ € {1,...,n}, f(é&) = a;.

(7) Pour tout élément p = (p1,...,ps) de Z™, on note p-a = Y ., pia;.
Montrer qu’il existe une application f: FA,, — G telle que pour tous
entiers naturels non nuls k et [ et tous éléments p; (1 < i < k) et g;
(1<j<1)de 2,

k l k 1
f /\f)i— /\Qj = /\(pi'a)— /\(Qj'a)
i=1 j=1 i=1 j=1
(on pourra utiliser la question (5)).
(8) Montrer que l'application f de la question précédente est un homomor-
phisme de groupes réticulés.
On a donc montré que pour tout groupe réticulé abélien G et tous éléments
ai,. .., a, de G, il existe un seul homomorphisme de groupes réticulés f: FA,, — G
tel que pour tout i € {1,...,n}, f(&;) = a;. Ceci est la propriété recherchée.
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Le but de ce probleme est de définir, pour tout treillis distributif E, l’algéebre
de Boole universelle de E comme étant l'unique (a isomorphisme preés) algébre
de Boole contenant E et engendrée par E, puis d’établir une propriété remarquable
de cette construction, la propriété de prolongement des valuations.

Pour résoudre une question, le candidat pourra admettre les résultats des ques-
tions précédentes.

Si F est un sous-treillis d'une algeébre de Boole B (remarquer que F est néces-
sairement distributif), on dit que B est R-engendrée par E quand la sous-algebre
de Boole de B engendrée par E est égale a B. Si E est un treillis distributif et
si B est une algebre de Boole, une application f: E — B est un R-plongement
quand c’est un plongement de treillis (i.e., puisque nous sommes dans le contexte
des treillis, un homomorphisme injectif de treillis) et B est R-engendrée par f[E].

Iere partie. - Dans cette premiére partie, nous montrerons le Théoréme de
Birkhoff-Stone: tout treillis distributif se plonge dans une algébre de
Boole de la forme (), donc en particulier dans une algébre de Boole.

Si (E,V,A,0,1) est un treillis, un filtre de E est par définition un sous-ensemble
F de F satisfaisant les propriétés suivantes:
(FO) 1€ F;
(F1) Vze F)(Vy e E)(a <y=y e F);
(F2) (Vxe F)(Vye F)(x Ay € F).
1. Montrer que si F' est un filtre d’un treillis E' et a est un élément de F,
alors I’ensemble F'* défini par

F*={zeFE| (32 € F)(x > 2" Na)}
est le plus petit (au sens de 'inclusion) filtre de E contenant F' U {a}.

’ On se fixe désormais, dans cette partie, un treillis distributif E. ‘
2. Soient F un filtre de E et a et b deux éléments de E. Montrer que F¢NF? =
Fa\/b.
3. On dit qu'un filtre P de E est premier quand P # E et P satisfait I’énoncé

(Va,y € E)[xtVy € P= (z € PouyE P)].

Soit Q D’ensemble des filtres premiers de E. Montrer que 'application
suivante:

p: E— PB(Q)
a—{PeQlacP}
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est un homomorphisme de treillis.

. Soient a et b deux éléments de E tels que a £ b. Le but de cette question

est de montrer qu’il existe P € Q tel que a € P et b ¢ P. Définissons un
ensemble F,; par

Fuo={F|Festunfiltrede Eeta € Fetb¢ F}.

4.1. Montrer que Ta = {z € E | a < z} appartient & Fyp.

4.2. Montrer que Fy, admet un élément maximal (pour I'inclusion).

4.3. Soit P un élément maximal de F,;,. Montrer que P est un filtre pre-
mier de F (on pourra raisonner par 'absurde, et utiliser les résultats
des questions (I.1) et (I.2)). En déduire que ¢(a) Z ¢(b).

. En déduire que ¢ est un plongement.
. En déduire que tout treillis distributif admet un R-plongement dans une

algebre de Boole (n.b.: un argument plus précautionneux permet d’éviter
l'usage du Théoréme de Zorn pour montrer ce dernier résultat).

ITeme partie. - Dans cette partie, nous établirons pour tout treillis distributif E
une “propriété universelle” montrant en particulier que deur R-plongements de E
dans des algebres de Boole sont isomorphes.

Pour tout sous-treillis £ d’une algebre de Boole B, tout n € N et tous éléments

ay,. .., ap de B, nous noterons E(+ay,...,+ay) le sous-treillis de B engendré par
E U {ay,-a,...,an,ma,}. De plus, pour tous éléments z, y, et z de B, nous
noterons [z,y], = (x A z) V (y A —z2).
1. Dans le contexte ci-dessus, montrer que la sous-algebre de Boole de B
engendrée par E est la réunion de tous les F(+ay,...,+a,) pour n € N
et ay,..., a, dans F.

. Soit B une algebre de Boole. Montrer de facon détaillée que pour tout

a € B, 'application
pe: BxB— B
(z,y) = [z, y]a

est un homomorphisme d’algebres de Boole.

. En déduire que pour toute algebre de Boole B, pour tout sous-treillis £

de B et pour tout a € B,
E(+a) = {[z,yla | v,y € E}.

. Montrer que pour toute algébre de Boole B et tous éléments z, z’, v, v/,

et a de B,

[,9]e =[2",¥]a & (xha=2"NaetyVa=1y' Va).

. Soit E un sous-treillis d’'une algebre de Boole B, soit ¢ un élément de

E, soit C' une algebre de Boole et soit f: E — C un homomorphisme de
treillis. Dans cette question, nous allons montrer que f se prolonge en un
unique homomorphisme de treillis g: E(£a) — C.

5.1. Montrer qu'un tel homomorphisme g satisfait nécessairement

(V(E,y € E) (g([xvy]a) = [f(m)af(y)]f(a)> (*)

En déduire 'unicité de g.
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5.2. Montrer qu’il existe un homomorphisme g: E(+a) — C satisfaisant
(*) (on pourra utiliser les résultats des questions (II.4) et (IL.2)).
Conclure.

6. En déduire que si E est un sous-treillis d’une algebre de Boole B, sin € N
et siay,..., a, sont des éléments de F, alors pour toute algebre de Boole C,
tout homomorphisme f: F — C se prolonge en un unique homomorphisme
g: E(£ay,...,%a,) — C.

7. En déduire que si B est une algebre de Boole R-engendrée par un treillis
E, alors pour toute algebre de Boole C, tout homomorphisme f: £ — C
se prolonge en un unique homomorphisme g: B — C (on pourra utiliser
le résultat de la question (II.1)).

8. En déduire que si F est un treillis distributif et f;: E — B; (i € {0,1})
sont des R-plongements, alors il existe un unique isomorphisme d’algebres
de Boole ¢: By — B tel que po fy = fi.

Par suite, pour tout treillis distributif £, il existe un unique (& iso-
morphisme pres) plongement de E dans une algebre de Boole, que nous
appellerons [l’algebre de Boole universelle de E.

9. Soit F le treillis des intervalles fermés de l'intervalle unité [0, 1] de R de
la forme [0, o] ot 0 < a < 1. Quel est le plus grand élément de E (c’est &
dire 15)? Quelle est ’algeébre de Boole universelle de E?

ITTeme partie. - Dans cette partie, nous établirons la propriété de prolonge-
ment des valuations d’un treillis distributif ¢ son algébre de Boole universelle.
Nous utiliserons les notations de la ITéme partie.

Si E est un treillis et (G, +) est un groupe abélien, une valuation sur E a valeurs
dans G est une application v: E — @ satisfaisant aux deux propriétés suivantes:

(V0) v(0) =0 (le premier 0 étant celui de F, le second celui de G).
(V1) (Vo,y € E)[v(z Ay) +v(zVy) =v(z) +v(y)].

1. Soit G un groupe abélien, soit F un treillis distributif et soit a € E.
Montrer que pour toute valuation v: E — G, l'application v,: E — G
définie par v, (z) = v(a A x) est une valuation.

2. Soit G un groupe abélien, soit F un sous-treillis d’une algebre de Boole B et
soit @ un élément de E. Le but de cette question est de montrer que toute
valuation v: E' — G se prolonge en une unique valuation w: F(+a) — G.
2.1. Montrer qu’'une telle valuation w satisfait nécessairement

(Va, y) [w([z, yla) = v(z A a) +o(y) —v(y Aa)l. (%)

En déduire I'unicité de w.

2.2. Montrer qu’il existe une valuation w: E(+a) — G satisfaisant (k)
(on pourra utiliser les résultats des questions (IL.4), (IL.2) et (IIL.1)).
Conclure.

3. En déduire que pour tout groupe abélien G, tout sous-treillis £ d’une al-
gebre de Boole B, pour tout n € N et tous éléments a1, ..., a, de E, toute
valuation v: E — G se prolonge en une unique valuation v: E(=+ay,...,+a,) —
G.

4. En déduire que si une algebre de Boole B est une R-extension d’un treillis
E, alors pour tout groupe abélien G, toute valuation v: E — G se prolonge
en une unique valuation w: B — G.
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5. Que donne la Question 4 dans le contexte de ’exemple donné en (II1.9)
pour G = R et v définie par v([0, a]) = a?
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Le but de ce probléme est d’établir une dualité entre les ensembles ordonnés finis
et les treillis distributifs finis, et, en particulier, de montrer que cette dualité échange
les plongements et les homomorphismes surjectifs. Pour résoudre une question, le
candidat pourra admettre les résultats des questions précédentes.

On notera toujours < la relation d’ordre d’un ensemble ordonné. On rappelle
que si P et () sont deux ensembles ordonnés, un homomorphisme d’ensembles ordon-
nés est une application croissante de P vers (). Un homomorphisme d’ensembles
ordonnés f: P — @ est un plongement quand pour tous éléments x et y de P,
f(z) < f(y) implique que & < y. On rappelle que les plongements de treillis sont
exactement les homomorphismes injectifs de treillis. Une chaine est un ensemble
totalement ordonné.

Pour tout ensemble ordonné P et pour tout sous-ensemble X de P, on notera

1X={peP|(FzeX)p<a)}

et pour tout p € P, on notera | p au lieu de |[{p}.

Par “treillis”, nous entendrons toujours treillis borné; le plus petit et le plus
grand élément d’un treillis seront notés comme d’habitude 0 et 1. Si F et F' sont
deux treillis, un homomorphisme de treillis de F vers F' sera donc une application
f+ E — F qui est un homomorphisme pour V et A telle que f(0) =0et f(1) = 1.
Iére partie. Soit P un ensemble ordonné. On notera L(P) I’ensemble des parties
X de P telles que X = | X.

1. Montrer que L(P) est un sous-treillis de (B(P),U, N, D, P), et quesi f: P —
@ est un homomorphisme d’ensembles ordonnés, alors on peut définir

un homomorphisme de treillis L(f): L(Q) — L(P) en posant, pour tout
L(f)(V) = f'[V].
2. Soit f: P — @ un homomorphisme d’ensembles ordonnés. Montrer que si
f est surjectif, alors L(f) est un plongement.
3. Soit f: P — @ un homomorphisme d’ensembles ordonnés. Montrer que si
f est un plongement, alors L(f) est surjectif.

ITéme partie. Soit D un treillis. Un élément p de D \ {0} est sup-irréductible
quand D satisfait 1’énoncé

(Va,y)(p=2Vy= (p=1xoup=y)),

et on notera J(D) lensemble des éléments sup-irréductibles de D, ordonné par la
restriction de 'ordre de D.
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. Expliciter J(D) quand D est une chaine.
. Expliciter J(D) quand D = (X)) pour un ensemble quelconque X.
. Soit D un treillis fini. Montrer que tout élément de D est la borne

supérieure d’un ensemble (éventuellement vide) d’éléments de J(D) (In-
dication: raisonner par l'absurde, et considérer un élément minimal de
I’ensemble des éléments de D qui ne sont la borne supérieure d’aucune
partie de J(D)).

. Soit D un treillis distributif. Montrer que pour tout élément p de J(D),

tout entier naturel n et tous éléments z; (1 < n) de D, si p < \/,_, xi,
alors il existe i < n tel que p < x;.

. Soit f: D — E un homomorphisme de treillis distributifs finis.

5.1. Mountrer que pour tout ¢ € J(E), il existe un plus petit élément p de
D tel que ¢ < f(p), et qu’alors, p € J(D).

5.2. Dans le contexte de la question précédente, on notera p = J(f)(q).
Montrer que J(f) est une application croissante de J(E) vers J(D).

. Soit f: D — E un homomorphisme surjectif de treillis distributifs finis.

Montrer que J(f) est un plongement.

. Soit f: D — E un plongement de treillis distributifs finis. Le but de cette

question est de montrer que J(f) est surjectif.

7.1. Soit p € J(D). Soit {¢; | i < n} lensemble (fini) des éléments ¢
de J(E) tels que ¢ < f(p). Pour tout i < n, posons p; = J(f)(q:).
Montrer que pour tout ¢ < n, lon a p; < pet ¢ < f(p;).

7.2. Soit p* =\/,_,, pi- Montrer que f(p) < f(p*), puis que p = p*.

7.3. En déduire que I'un des p; est égal a p. Conclure.

partie.

Soit P un ensemble ordonné fini. Montrer que I'on peut définir un isomor-
phisme ep: P — J(L(P)) en posant, pour tout élément p de P,

ep(p) = lp.

(Indication: montrer d’abord que pour tout élément U de L(P), si X
est ensemble des éléments maximaux de U, alors U = |J,cx | p)-

. Soit f: P — @ un homomorphisme d’ensembles ordonnés finis. Montrer

que le diagramme suivant

P £ J(L(P))

fl lJ(L(f))

Q —— IL@)

est commutatif, i.e., que J(L(f))oep =ego f.

IVéme partie.

1.

Soit D un treillis distributif fini. Montrer que I’on peut définir un isomor-
phisme np: D — L(J(D)) en posant, pour tout z € D,

np(x) ={p € J(D) | p < z}.
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Soit f: D — E un homomorphisme de treillis distributifs finis. Montrer
que le diagramme suivant

D —— L(J(D))

i | L)

E —— LU(B))

ne
est commutatif, i.e., que L(J(f))onp =ngo f.

Veéme partie.

1.

2.

Soit f: P — @ un homomorphisme d’ensembles ordonnés finis.

1.1. Montrer que f est surjectif si et seulement si L(f) est un plongement.
1.2. Montrer que f est un plongement si et seulement si L(f) est surjectif.

Soit f: D — E un homomorphisme de treillis distributifs finis.

2.1. Montrer que f est surjectif si et seulement si J(f) est un plongement.
2.2. Montrer que f est un plongement si et seulement si J(f) est surjectif.

VIéme partie. Pour tout entier naturel k, on munit k¥ = {0,1,...,k — 1} de sa
relation d’ordre naturelle. Nous nous proposons d’étudier dans cette partie le treillis
distributif universellement engendré par deux chaines finies de longueurs données
entre 0 et 1.

1.

ot

Soient m et n deux entiers naturels. On munit m X 7 de 'ordre produit
des ordres canoniques sur m et m. Soit D un treillis distributif muni de
deux chalnes 0 = agp < a1 < ---<ap=1let0=by < by <--- <}, =
1. Posons, pour tout i € m+1 (resp., j € n+1), U; = 7 x 7 (resp.,
V; = m x 7). Montrer qu’il existe un seul homomorphisme de treillis
f: L(m xm) — D satisfaisant les conditions

(Viem+ 1) [f(U;) = ai],
(Vj e n+D)[f(V;) = b;].

(Indication: on pourra d’abord exprimer tout élément X de L(m x 7)
comme un “polynéme”, utilisant N et U, en les U; et les V).

Par suite, le treillis recherché n’est autre que D,, , = L(T x ).

. Dans le contexte de la Question 1, exprimer les éléments sup-irréductibles

(voir la Ileme partie pour définition) de D,, , en fonction des U; et des
Vj.

. Exprimer tous les éléments de D3 » en fonction de 0, 1 et Uy, V1. Quel est

le cardinal de Dy 2?

. Représenter Ds 5 sur une figure (convention: si x < y, i.e., x < y et il

n’existe aucun z tel que x < z < y, mettre = plus bas que y et tracer un
segment entre = et y).

. Quel est le cardinal de D3 37
. Représenter D3 3 sur une figure.
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Le but principal de ce probléme est d’établir le résultat classique de Funayama
et Nakayama (1942) disant que l’ensemble des congruences de tout treillis, ordonné
par inclusion, est un treillis algébrique distributif.

Pour résoudre une question, le candidat pourra admettre les résultats des ques-
tions précédentes.

Si 0 est une relation binaire sur un ensemble X et si z, ¥y € X, on notera
x =g y au lieu de 20y (c.a.d., (x,y) € 0), méme si 6 n’est pas a priori une relation
d’équivalence.

Dans tout le probléme, on se fixe un treillis (L, V, A, <).

Une congruence de L est par définition une relation d’équivalence 0 sur L telle
que pour tous z, y et z dans L tels que x =y y, 'on ait

TNz=gyNz et zVz=gyVaz.

On notera Con L ’ensemble des congruences de L, ordonné par inclusion.
lére Partie.
1.1. Etablir que L satisfait les inégalités de distributivité suivantes:
(anbd)V(aAc)<an(bVe), et aV(bAc)<(aVb)A(aVec).
1.2. Soit # une congruence de L. Montrer que pour tous éléments ag, a1, by,
et by de L,
(ao =p bo et a1 = b1) implique que (agV a; =g bo V by et ag A ay =¢ by A by).
1.3. Soient a, b, ¢, et d des éléments de L, soit # une congruence de L. Montrer
que
(a<b<deta<c<deta=yd) implique que b=gc.
(Indication: on pourra commencer par appliquer la définition d’une con-
gruence & a =g d).
1.4. Soit 6 une congruence de L, et soient x et y deux éléments de L. Montrer
que © =g y si et seulement si x Ay =p 2V y.

2éme Partie. Le but de cette partie est d’établir une réciproque a la Question
1.4. Pour toute relation binaire 6 sur L, on dit que 6 est une quasi-congruence de
L quand elle satisfait les quatre conditions suivantes:

(QC1) 6 est réflexive (i.e., x =¢ x pour tout x € L).

(QC2) Pour tous =, y € L, x =y y si et seulement si z Ay =g z V y.

(QC3) Pour tous z, y, z € L,

(r<y<zetz=gyety=yp2z) entraine que T =g 2.
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(QC4) Pour tous x, y, z € L, x < y et © =9 y entraine que zV 2z =g y V z et
TNZ2=g YNz

Pendant toute cette partie, on se fixe une quasi-congruence 6 de L. Le but de
cette partie est de montrer que 6 est une congruence de L.

2.1. Montrer que pour tous éléments a, b, ¢, et d de L, on a
(a<b<c<deta=yd) implique que b=y ec.

2.2. Soient x, y, z € L tels que x =y y et y =9 z, le but des deux questions
suivantes est de montrer que = =g z.
2.2.1. Montrer que y V z =g z V y V 2z (Indication: on pourra appliquer
(QC4) a la relation y Az =¢ y V x). Montrer de méme que y A z =y
T ANYNz.
2.2.2. Montrer que Az =¢ 2Vz (Indication: on pourra utiliser la Question
2.1). Conclure.
2.3. Soient x, y, z € L tels que x =y y. Montrer que z V z =y y V z et
x Az =gy Az (Indication: on pourra utiliser les Questions 1.1 et 2.1).
Conclure.

3eéme Partie.

3.1. Montrer que toute intersection de congruences de L est une congruence de
L.

3.2. En déduire que Con L est un treillis complet. Quelle est la borne inférieure
d’une famille de congruences de L? Quels sont le plus petit et le plus grand
élément de Con L?

3.3. Soient 3 et v deux congruences sur L. On définit une relation binaire «
sur L en disant que pour tous éléments = et y de L, x =, y si et seulement
si il existe un entier naturel n et une suite finie (2;)o<i<n d’éléments de L
telle que

TNYy=20<21<---<z,=zVy
et pour tout ¢ < n, I'on ait z; =g 2i41 ou 2; = Zit1.
3.3.1. Montrer que « est une quasi-congruence au sens de la 2eme Partie.
3.3.2. En déduire que « est la borne supérieure de {3,~v} dans Con L (i.e.,

a=pVy).
3.4. Soient «, (§ et v des congruences de L. Soient x, y, z € L tels que
T Zan(pvy) Y-
En utilisant le fait que x =gy y et les Questions 1.3 et 3.3, montrer que
I’on a
T =(anp)v(any) Y-

En déduire que Con L est un treillis distributif.

4eéme Partie.

4.1. Soient a, b € L. Montrer qu’il existe une plus petite congruence 6 de L
telle que a =y b.

On notera O(a,b) cette congruence, et on dira qu'une congruence 6

est principale quand elle est de la forme ©(a,b) pour un certain couple

(a,b) d’éléments de L. Puis on dira qu’une congruence 6 de L est finiment
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engendrée quand elle est de la forme
0=\ ©(a,b;)
i=1

ol n est un entier naturel et les a;, b; (1 <i < n) sont des éléments de L.
Enfin, on dit qu’une congruence 6 de L est compacte quand pour tout
ensemble I et toute famille (6;);c; de congruences de L,

0C\/ 6

il
entraine l'existence d’une partie finie J de I telle que

0c\/ 0.
icJ

Montrer que toute congruence principale de L est compacte. Pour ce
faire, si ©(a,b) € \/,c; 0, on pourra considérer 'ensemble P des parties
finies de I, puis poser, pour tout J € P, p; = \/iEJ 0;, puis montrer que
Vier i = U cp ps (observer que Jo C Jy implique que pj, € p, ).
En déduire que toute congruence de L est la borne supérieure d’un ensem-
ble de congruences compactes.
Montrer que toute réunion finite de congruences compactes est compacte.
En déduire que toute congruence finiment engendrée est compacte.
Réciproquement, montrer que toute congruence compacte de L est fini-
ment engendrée. Conclure.
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