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o m (a+ b)? = a%+2ab+ b?
SRR m (a— b)2=a%—2ab+ b?
m (a+b)(a—b)=a®— b2
Identité de Karatsuba (Exercice indispensable!): Résout un

probléme posé en 1952 par Andrey Nikolaevich Kolmogorov (25
Avril 1903-20 Octobre 1987).

(10031 + ao)(100b1 + bo) =
10000a1 b1 + 100((30 + 31)(b0 + bl) — agby — albl) + agbo

Le “100" ci-dessus peut étre remplacé par un “B" quelconque,
typiquement une puissance de 10 (ou de 2). Le “10000"
ci-dessus devient alors B2.
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simples 10000a1 by + 100((ao + a1)(bo + b1) — aobo — a1b1) + aobo

Exemple:

2014 x 8848 = (100 x 20 + 14 ) x (100 x 88 + 48 )
~— =~ — =~

ai ao by bo
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Identités
cachées

(10031 + 30)(100b1 + bo) =

Exemples

St 10000a1 b1 + 100((30 + 31)(b0 + bl) — aghy — albl) + agbo
Exemple:
2014 x 8848 = (100 x 20 + 14 ) x (100 x 88 + 48 )
=~ <~~~
ai ao by bo
=10000 x (20 x 88 )+
ai by
100 x (((14 +20) x (48 + 88))
SN—— N——
ap+ai bo+b1
— 14X 48— 20 x 88 ) + 14 x 48
= T~

~ =~
ao by a by ao bo
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e = 10000 x (20 x 88)+
100 x (34 x 136 — 14 x 48 — 20 x 88) + 14 x 48
— 17819872

Point remarquable: ne demande que 3 multiplications (20 x 88,
14 x 48, 34 x 136) au lieu des 4 usuelles (20 x 88, 20 x 48,

14 x 88, 14 x 48).

En utilisant la méthode de “divide and conquer” (“diviser pour
régner” ), permet de multiplier de grands nombres beaucoup
plus rapidement. Par exemple, pour deux nombres de

210 = 1024 chiffres, 3'° = 59048 multiplications (K.) au lieu
de 220 = 1048576 multiplications (méthode classique).
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Retour aux identités remarquables:
m (a+b)?=a%+2ab+ b?
m (a—b)2=2a%—2ab+ b?
m (a+b)(a—b)=a®— b

Valides pour n'importe quels nombres réels a et b.
Et pour des objets plus généraux?
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pour les

ar b L[ by _ (aita bi+b
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m Multiplication définie par

ap b1\ (a2 b\ _ (a1;2+ b1z aibe + bido
a dr o d aax+dic; caby+dida)



Le zéro et |'unité chez les matrices

Identités
cachées

Identités
remarquables
pour les
matrices

) 0 0
m La matrice nulle est 0 = (0 0).




Le zéro et |'unité chez les matrices

Identités
cachées

) 0 0
Mentide m La matrice nulle est 0 = < )

0 0
remarquables

ptrices a b)Y (0 0y_(0 0y (a b\_(ab
"\c d 00/ \oo c d) " \c d)



Le zéro et |'unité chez les matrices

Identités
cachées

) 0 0
entités m La matrice nulle est 0 = < )
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ptrices a b 0 0\ _ (0 0) (a by _(ab
"le d)Tloo/"\o o c d) = \c d)

m La matrice unité est 1 = ((1J (1)>
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Pour cet exemple, (a+ b)? # a® + 2ab + b?.
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(a—l—b)2:<1 0) :G) 2>;a2+2ab+b2:<§ 8)

Pour cet exemple, (a + b)? # a® + 2ab + b?>. De méme,
(a— b)? # a*> —2ab+ b? et (a+ b)(a— b) # a*> — b2
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m Calcul de (a + b)?, avec a et b matrices quelconques:

Identités

it (a+b)*=(a+b)(a+b)
= a(a+ b) + b(a+ b)
— &’ +ab+ba+ b’
(et non pas a® + 2ab + b?).

m Le probleme est donc: ab # ba.
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m Ainsi, pour des matrices a et b, “
T (a+ b)? = a% 4+ 2ab + b? " est équivalent 3 “ ab = ba ".
remarquables

pour les m On montre de méme que chacune des deux autres
matrices identités remarquables, (a — b)? = a®> — 2ab + b? et
(a+ b)(a — b) = a*> — b, est équivalente 3 ab = ba.

01 00 L
m Pour a = (0 0) et b= <1 0> (exemple précédent),

) 10 00
on obtient ab = (O O) et ba = (0 1).

m Le raisonnement ci-dessus est valable dans tout anneau.
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(x+y)+z=x+(y+2) (associativité de +);
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L'identité x - y = y - x (commutativité de -) définit les anneaux
commutatifs.



Des identités pour I'anneau des matrices 2 X 2, non
satisfaites par tous les anneaux:

Identités
cachées

m La plus simple:

Identités dans
les anneaux



Des identités pour I'anneau des matrices 2 X 2, non
satisfaites par tous les anneaux:

Identités
cachées

m La plus simple:
(ab — ba)?c = c(ab — ba).

Identités dans
les anneaux



Des identités pour I'anneau des matrices 2 X 2, non
satisfaites par tous les anneaux:

Identités
cachées

m La plus simple:
(ab — ba)?c = c(ab — ba)?.
m Celle de plus petit degré (Amitsur-Levitzki, 1950):
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Des identités pour I'anneau des matrices 2 X 2, non
satisfaites par tous les anneaux:

Identités
cachées

m La plus simple:
(ab — ba)?c = c(ab — ba)?.
m Celle de plus petit degré (Amitsur-Levitzki, 1950):

Identités dans

abcd — bacd — abdc + badc — acbd + cabd
s annea + acdb — cadb + adbc — dabc — adcb + dacbh
+ cdab — cdba — dcab + dcba — bdac + bdca

+ dbac — dbca + bcad — bcda — cbad + cbda
=0.
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m ldentité d'Amitsur-Levitzki pour les matrices n X n:

Z Sgn(a)aa(l) *rtdo(2n) = 0,
c€Gy,
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e (ot sgn(o) est la “signature” de la permutation o), pour
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Une identité pour I'anneau des matrices n X n:

Identités
cachées

m ldentité d'Amitsur-Levitzki pour les matrices n x n:

D sgn(0)ag(1) - as(an) =0,

c€Gy,
Identités d N -t " .
e (ot sgn(o) est la “signature” de la permutation o), pour
toutes matrices aq, ..., a»p a coefficients réels.

m Remarque: Si une identité est satisfaite par tous les
anneaux de matrices (de dimension quelconque), alors elle
est satisfaite par tous les anneaux.



Une identité pour I'anneau des matrices n X n:

Identités
cachées

m ldentité d'Amitsur-Levitzki pour les matrices n x n:

D sgn(0)ag(1) - as(an) =0,

c€Gy,
Identités d N -t " .
e (ot sgn(o) est la “signature” de la permutation o), pour
toutes matrices aq, ..., a»p a coefficients réels.

m Remarque: Si une identité est satisfaite par tous les
anneaux de matrices (de dimension quelconque), alors elle
est satisfaite par tous les anneaux. Peut &tre paraphrasé
par “ll n'existe pas de version de I'identité
d’'Amitsur-Levitzki qui marche pour tous les n".



Treillis de permutations ( “permutoeédres”) sur 2, 3
et 4 lettres
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cachées

Identités dans
les anneaux

Si n est le “nombre d'inversions” de o (hauteur de o dans le
permutoedre), alors sgn(o) = 1 si n est pair, —1 sinon.
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Anneaux booléens

Identités

cachées Les nombres entiers, réels, complexes forment des anneaux
commutatifs.

m Les matrices a coefficients réels forment un anneau, non

commutatif.
m Le systéme d'identités [anneaux avec x - x = x (abrégé
Identités dans x? = x)] définit les anneaux booléens (essentiels en

les anneaux

logique et probabilités).
m Tout anneau booléen est commutatif. Preuve:
x2 = x - x = x, donc
dx = x®+x-x+x-x+x%>=(x+x)? = x+x = 2x donne
2x = 0; puis x+y = (x+y)®> =x+x-y+y-x+y donne
x-y+y-x=0maisx-y+x-y=0doux-y=y-x).
m En fait, pour n'importe quel n, tout anneau satisfaisant
I'identité x” = x est commutatif (difficile).
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Anneaux booléens — algebres de Boole

Identité ,
cachécs m Dans un anneau booléen (x? = x), poser

XVy=x4+y+x-y, xANy=x-y, ~x=1+x.
m Algebres de Boole:

(xVy)Vz=xV(yVz);
xVy=yVx,;
XVX=Xx;
Autres (treillis) ¢ (x Ay)Az=xA(y Az);
structures XAy =y Ax:
XAX=X;
(XA (xVy)=xV(xAy)=x.

xAN(yVz)=(xAy)V(xAz);

XAN=x=0;xV-x=1.



Algebres de Boole <+ anneaux booléens

Identités
cachées

Ex+y=xVy)A-a(xAy), x-y=xAy.

Autres
Rgiladic



Algebres de Boole <+ anneaux booléens

Identités
cachées

Ex+y=xVyAa(xAy), x-y=xAy.
m Les transformations (0,1, +,-) = (0,1, V, A, ) sont
inverses |'une de l'autre.

Autres
Rgiladic



Algebres de Boole <+ anneaux booléens

Identités
cachées

Ex+y=xVyAa(xAy), x-y=xAy.
m Les transformations (0,1, +,-) = (0,1, V, A, ) sont
inverses |'une de l'autre.

m Les concepts d'algebre de Boole et d'anneau booléen sont
donc équivalents.

Autres
Rgiladic



Algebres de Boole <+ anneaux booléens

Identités
cachées

Ex+y=xVyAa(xAy), x-y=xAy.
m Les transformations (0,1, +,-) = (0,1, V, A, ) sont
inverses |'une de l'autre.

m Les concepts d'algebre de Boole et d'anneau booléen sont
donc équivalents.

At m Exemple fondamental: on se fixe un ensemble E.
utres

Rgiladic



Algebres de Boole <+ anneaux booléens

Identités
cachées

x+y=(xVy)A=(xAy), x-y=xNy.
Les transformations (0,1,+,-) = (0,1, V, A, ) sont
inverses |'une de I'autre.

Les concepts d'algebre de Boole et d'anneau booléen sont
donc équivalents.

Exemple fondamental: on se fixe un ensemble E.

Autres
Rgiladic

L'ensemble de tous les sous-ensembles de E est une
algébre de Boole (resp., un anneau booléen), avec




Algebres de Boole <+ anneaux booléens

Identités
cachées

x+y=(xVy)A=(xAy), x-y=xNy.
Les transformations (0,1,+,-) = (0,1, V, A, ) sont
inverses |'une de I'autre.

Les concepts d'algebre de Boole et d'anneau booléen sont
donc équivalents.

Exemple fondamental: on se fixe un ensemble E.

Autres
Rgiladic

L'ensemble de tous les sous-ensembles de E est une
algébre de Boole (resp., un anneau booléen), avec
m 0 = & (ensemble vide); 1 = E (ensemble “plein”);
XVY=XUY (réunion), X- Y =XAY =XNY
(intersection), =X = E \ X (complémentaire);




Algebres de Boole <+ anneaux booléens

Identités
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x+y=(xVy)A=(xAy), x-y=xNy.
Les transformations (0,1,+,-) = (0,1, V, A, ) sont
inverses |'une de I'autre.

Les concepts d'algebre de Boole et d'anneau booléen sont
donc équivalents.

Exemple fondamental: on se fixe un ensemble E.
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L'ensemble de tous les sous-ensembles de E est une
algébre de Boole (resp., un anneau booléen), avec
m 0 = & (ensemble vide); 1 = E (ensemble “plein”);
XVY=XUY (réunion), X- Y =XAY =XNY
(intersection), =X = E \ X (complémentaire);
B X+ Y=(XUY)\(XNY) (différence symétrique).
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Identités
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m Ildentités:

(xVy)Vz=xV(yVz);
xVy=yVX,
~(-(xVy) +=(x vV -y)) = x.
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m Toute algebre de Boole est une algebre de Robbins
(exercice).

m Probleme de la réciproque posé par Herbert Robbins en
1933.
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Un mystere

Identités
cachées

m Tautologie: énoncé partout vrai (“xxy =xxy ",
x=youx#y", etc.)

m On pose x * y = x> + y2, pour tous nombres entiers (ou
réels, le probleme est le méme) x et y.

m Existe-t-il une identité, non tautologique, satisfaite par
Autres cette opération *? (Probléme posé sur la liste FOM il y a
quelques années.)

m Exemple de tentative: x * y = x3 + y? n’est pas identique
3 y*x =x?+y3 Donc 'identité x * y = y * x n'est pas
satisfaite.
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